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L0GIC TOÁN 


NGUYỄN ĐỨC ĐỒNG - NGUYỄN VĂN VĨNH 


L061C TOẦN 


1 TÀI LIỆU BỒI DƯỠNG THƯỜNG XUYÊN 
GIÁO VIÊN TRUNG HỌC . 

1 SỬ DỤNG CH0 KỸ SƯ VÀ SINH VIÊN 
CÁC NGÀNH : TOÁN s TDÁN TIN s KỸ THUẬT. 


LÃ 
NHÀ XUẤT BẢN THANH HÓA 


TRONG CÁC LẬP LUẬN HẰNG NGÀY VÀ NÓI RIÊNG LÀ CÁC SHỨNG MINH TOÁN 
HỌC, CHÚNG TA RÚT RA MỘT KẾT LUẬN TỪ NHỮNG ĐIỀU ĐÃ CHO NHỜ VIỆC SỬ DỤNG 
CÁC QUY LUẬT TƯ DUY. NÓI CÁCH KHÁC, ĐÓ LÀ VIỆC SỬ DỤNG CÁC PHƯƠNG TIÊN 
CỦA LOGIC HỌC : KHOA HỌC VỀ CÁC QUY LUẬT VÀ CÁC HÌNH THỨC CỦA TƯ DUY . 

NGƯỜI KHỞI XƯỞNG LÝ THUYẾT LOGIC, VÀ SÁNG LẬP RA LOGIC HÌNH THỨC LÀ 
NHÀ TRIẾT HỌC CỔ HY LẠP ARiSTOTE ; LOGIC HÌNH THỨC NGHIÊN CỨU CÁC HÌNH 
THỨC SUY LUẬN CỦA CON NGƯỜI KHI GẠT BỞ MỌI NỘI DUNG CỤ THỂ CỦA CÁC SUY LUẬN 
NÀY, NÓ TÌM KIẾM CÂU TRẢ LỜI CHO MỘT VẤN ĐỀ. LỚN : CHÚNG TA ĐÃ, ĐANG VÀ SẼ 
LẬP LUẬN NHƯ THẾ NÀO † 

LtOGIC HÌNH THÚC CỦA ARISTOTE DƯỢC NGHIÊN CỨU, PHÁT TRIỂN, BỔ SUNG, 
THAY ĐỔI VÀ HOÀN THIỆN DẦN DẦN TRONG SUỐT NHIỀU THẾ KỶ BỞI CÁC NHÀ TRIẾT 
HỌC THUỘC NHIÊU TRƯỜNG PHÁI KHÁC NHAU. TUY NHIÊN, KHOA HỌC LOGIC CHỈ 
THỰC SỰ PHÁT TRIỂN KHỞI SẮC VÀO THẾ KỶ 19 : KHI TRƠNG 10GIC HỌC HÌNH THỨC, 
NGƯỜI TA ÁP DỤNG CÁC PHƯƠNG PHÁP CỦA KHOA HỌC TOÁN HỌC. 

DO VIỆC ÁP DỤNG CÁC PHƯƠNG PHÁP CỦA TOÁN HỌC VÀO LOGIC HÌNH THỨC, 
ĐÃ. ĐƯA ĐẾN SỰ XUẤT HIỆN CỦA LOGKC TOÁN. 

TÊN GỌI LOGIC TOÁN DƯỢC XEM XÉT TRÊN HAI KHÍA CẠNH . 

THỨ NHẤT : LOGIC HÌNH THỨC ĐƯỢC XÂY DỰNG NHƯ MỘT LÝ THUYẾT TOÁN 
HỌC, DÓ CHIÍNI I LÀ LOGIC TOÁN, TỨC LÀ NGÀNH TOÁN LOGIC . 

THỨ HAI : LIOGIC TOÁN ĐƯỢC XEM XÉT NHƯ LÀ NGÔN NGỮ LOGIC CHÍNH XÁC 
CỦA TOÁN HỌC, ĐO ĐÓ VỀ MẬT NÀY LOGIC TOÁN CHÍNH LÀ LOGK CỦA TOÁN HỌC. 

TƯ TƯỞNG VỆ KHẢ NÀNG VÀ TÍNH HỢP LÝ CỦA VIỆC TCÁN HỌC HƠÁ LOGEK HÌNH 
THÚC THUỘC VỀ NHÀ TOÁN HỌC ĐỨC LEIBNE (G.W.N 1646 - 1716). 

LEIBNIZ ĐƯỢC COI LÀ NGƯỜI DẦU TIỀN TRONG LỊCH SỬ KHOA HỌC CÓ CÔNG TÌM 
CÁCH BIỂU DIỄN LOGIC HÌNH THỨC DƯỚI DẠNG NGÔN NGỮ CÁC PHÉP TOÁN ĐẠI SỐ . 

TUY NHIÊN, CỔNG HIẾN NỔI BẬT NHẤT TRONG LĨNH VỰC LOC.IC TOÁN PHẢI KỂ TỪ 
GIỮA THẾ KỶ 19 TRONG CÁC CÔNG TRÌNH CỦA G.BOOLE (1815 — 11164) NHÀ TOÁN HỌC 
IRFLAND. TÁC PHẨM ĐẦU TIỀN CỦA BOOLE VỀ LOGIC TOÁN LÀ CUỐN SÁCH ĐƯỢC GỌI 
TÊN : TOÁN GIẢI TÍCH LOGIC XUẤT XỨ NĂM 1847 (XEM BOOLE.G. THE MATHEMATICAL 
ANAI YSIS Of LOGIC , OXFORD 1948 ) 

CŨNG TRONG THỜI KỲ NÀY, NHÀ TOÁN HỌC ANH A.DE MORGAN, CHO CÔNG BỐ CÔNG 
TRÌNH ĐẦU TIÊN VỀ LOGIC TOÁN. (XEM MORGAN, A.DE ; FDREMAL 10GIC ,LONDON 1926 } 

NĂM I854, BOOLE CHO CÔNG BỐ CÔNG TRÌNH CƠ BẢN CỦA ÔNG: VỀ LOGIC : NGHIÊN 
CỨU CÁC QUY LUẬT CŨA TU DUY.. 

TRONG CÁC CÔNG TRÌNH CỦA BOOLE, CỦA DE MORGAN VÀ CỦA CÁC NHÀ KHOA 
ĐIỌC KHÁC Ở THỜI KỲ NÀY, LOGIC TOÁN DƯỢC TRÌNH BÀY NHƯ MỘT BỘ PHẬN CỦA ĐẠI 
SỐ, ĐÓ LÄ ĐẠI SỐ LOGIC. SAU NÀY CÒN ĐƯỢC GỌI LÀ ĐẠI SỐ BO0LE. BOOLE ĐÃ ĐƯA 
VÀO LOGIC HÌNH THỨC CÁC PHƯƠNG PHÁP CỦA ĐẠI SỐ ĐANG PHIÁT TRIỂN CỦA THỜI 
KỲ BẤY GIỜ, MÀ TRƯỚC HẾT LÀ VẤN ĐỀ LẬP VÀ GIẢI PHƯỜNG TRÌNH : PHƯƠNG TRÌNH 
LOGIC.. 

MỘT NHÀ LOGIC HỌC, NHÀ KINH TẾ HỌC NGƯỜI ANH KHÁC tÀ 
ZEVON 1835 - 1882) ĐÃ ĐƯA RA VÀ VẬN DỤNG CÁC PHÉP TÍNH LCGIC KHÁC CÒN ĐƠN 
GIẢN HƠỢN CÁC PHÉP TÍNH CỦA 8OOLE, DỒNG THỜI ỒNG CŨNS CHẾ TẠO THÀNH 
CÔNG MÁY TĨNH ĐỂ THỰC FIỆN CÁC PHÉP TOÁN HẦU RÚT RA KẾT LUẬN LOGIC { MÁY 
TÍNH ZEVØN ). 


HƯỚNG NGHIÊN CỨU VỀ ĐẠI SỐ LOGIC ĐƯỢC THỂ HIỆN TRƯỚC HẾT Ở ĐẠI SỐ CÁC 
TẬP HỢP, SAU ĐÓ MỚI ĐẾN ĐẠI SỐ CÁC MỆNH BẺ, VÀ ĐƯỢC PHÁf TRIỂN Ở TRÌNH ĐỘ 
CAO TRONG CÁC CÔNG TRÌNH CỦA NHÀ TOÁN ĐỨC CERĐER (I853 - 1901), CỦA NHÀ. 
TOÁN HỌC NGA PARESKY (1846 — 1907). PARESKY TRONG CÁC NĂM 1887 VÀ 1888, LẲN 
ĐẦU TIÊN Ở NƯỚC NGA , ÔNG ĐÃ ĐỌC CÁC BÀI GIẢNG VỀ tOGIC TOÁN Ở TRƯỜNG ĐẠI 
HỌC TỔNG HỢP CADAN. CÁC KẾT QUÁ NGHIÊN CỨU CỦA ÔNG TRCNG LĨNH VỰC LOGIC 
TẬP HỢP VÀ tOGIC MỆNH ĐỀ ĐƯỢC XEM LÀ MỘT CÁC THANH TtÂJ PHÁT TRIỂN NHẤT 
CỦA HƯỚNG ĐẠI SỐ LOGIC Ở CUỐI THẾ KỶ 19. 

VỚI SỰ RA ĐỜI CỦA HÌNH HỌC LOBACHEVSKY (1793 - J8561 CHO THẤY SỰ ÁP 
DỤNG THÀNH CÔNG CỦA LOCK TOÁN ĐỂ XÂY DỰNG CƠ SỐ CỦA TOÁN HỌC.. 

CÁC ĐÒI HỎI VỀ VIỆC XÂY DỰNG CƠ SỞ CÚA FOÁN HỌC, ĐUA DẾN SỰ PHÁT TRIỂN 
MẠNH MÊ HƠN NỮA CỦA LOGIC TOÁN . ĐIỆt) ĐỒ ĐÃ DÁN ĐẾN SỰ XUẤT HIỆN CỦA MỘT 
LOẠT CÁC TƯ TƯỞNG MỚI , CÁC PHƯƠNG PHÁP MỚI, CÁC PHÉP TOÁN LOGIC MỚI CHO: 
PHÉP ĐẠI SỐ MỆNH ĐỀ VÀ ĐẠI SỐ TẬP HỢP TÌM ĐƯỢC NHỮNG ỨNG DỤNG RỘNG RÃI 
HƠN TRONG NHIẾt) LĨNH VỨC. . . 

LỊCH SỬ PHIÁP TRIỂN CỦA LOGIC TOÁN THỚI KỲ NÀY GẮN LIÊN VỚI TÊN TUỔI NHÀ 
TOÁN HỌC ĐỨC G.FREGE {1848 - 19235). 

NĂM 1879 FRE GE , LẦN ĐẦU TIỀN TRÌNH BẢY VIỆC XÂY DỰNG LÑGIC TOÁN BẰNG 
PHƯƠNG PHÁP TIÊN ĐỀ _TRONG CUỐN SÁCH CÓ TÊN GỌI : CÁC PHÉP TOÁN VỀ KHÁ? 
NIỆM. FRE GE MỌNG MUỐN XÂY DỰNG MỘT NGÓN NỮ LOGIC HOÀN THIỆN PHỤC VỤ 
CHO SỰ PHÁT TRIỂN CỦA TOÁN HỌC. 

TRONG HỆ THỐNG LOGIC CỦA MÌNH , FREGE ĐẦU TƯ NHIÊU ĐỂ HOÀN THIỆN CÁC 
PHÉP TOÁN MỆNH ĐỀ VÀ. CÁC PHÉP TOÁN L0GIC VỊ TỪ. 

FREGE ĐỀ XUẤT MỘT HƯỚNG NGHIÊN CỨU MỚI : PHÁT TRIỂN LOGIC TOÁN, VẬN 
DỤNG VÀO LÝ [HUYẾT CHỨNG MINH, ĐIÊU NÀY ĐƯỢC: THỂ HIỆN FRONG CỘNG TRÌNH 
CÁC QUY LUẬT CƠ BẢN CỦA SỐ HỌC ĐƯỢC CÔNG BỐ DÁN TRONG KHOẢNG THỜI GIAN 
TỪ 1893 ĐẾN 1903, l 

HƯỚNG NGHIÊN CỨU ĐO FRECE ĐỀ XUẤT, ĐÃ LÔI CUỐN SỰ CHÚ Ý VÀ THAM GIÁ 
CỦA MỘT LOẠT CÁC NHÀ TOÁN HỌC, 1OGIC HỌC NỔI TIẾNG Ở CUỐI THẾ KỶ 19 VÀ DẦU 
THẾ KỶ 20 NHƯ NHÀ TOÁN HỌC, LOGIC HỌC ITALY 1PEANO (1858 - 1932), NHÀ TRIẾT 
HỌC, LOGIC HỌC ANH B.RUSSELL (1872), NHÀ LOGIC HỌC BA LAN J.LUKASIEWICZ NHÀ 
TOÁN HỌC ĐỨC HILLBERF, NHÀ TOÁN HỌC ÁO K.GODLI , 

CÁC NHÀ TOÁN HỌC NGA CÙŨNG CÓ NHỮNG ĐỒNG GÓP FŒ LỚN CHO SỰ PHÁPF 
TRIỂN CỦA LÝ THUYẾT CHỨNG MINH CỐ THỂ KỂ &A Ở ĐÂY CÁC LÊN TUỔI LỚN NHƯ : 
JEGAI KIN (1860 - t947), GLWECO (1896 — f940), CONMOGOROV (| 993 -. 1985) , NOVIKOV 
(19011, MARKOV (19031. HAI VIỆN SĨ THÔNG TẤN VIỆN ĐÀN LÂM KHOA HỌC LIÊN XÒ 
NHƯ MARKOV VÀ SANHIN ĐƯỢC XEM NHƯ NHỮNG NGƯỜI TIỀN PHONG TRONG LĨNH 
VỨC TOÁN HỌC KIẾN THIẾT VÀ LOGIC. NHƯNG THÁNH TỰU LỚN NHẤT CỦA TRƯỜNG 
PHÁI TOÁN HỌC SOVIET PHẢI KỂ TỚI LÝ THUYẾT THUẬT TOÁN. CÁC CÔNG TRÌNH 
NGHIÊN CỨU TRƠNG tÌNH VỰC NÀY KHÔNG CHỈ CÓ Ý NGHIA TO LỚN VỀ LÝ THUYẾT 
MÀ CỒN CÓ KHÁ NHIỀU CÁC VẬN ĐỤNG THỰC TIẾN LOGIC TOÁN VÀO KHOA HỌC KỸ 
THUẬT . 

NGÀY TỪ NĂM 1910, KHI CỒN GIẢNG DẠY VẬI LÝ Ở TRƯỜNG ĐẠI HỌC BÁCH 
KHOA PETERBOURG, P.ERENPHEK 11880 - 1933) ĐÃ CHỈ RA RẰNG CỞ THỂ SỬ DỤNG ĐẠI 
SỐ BOOLE NHƯ MỘT CÔNG CỤ TOÁN HỌC ĐỂ NGHIÊN CỨU CẤU TRÚC LOGIC CỦA CÁC 
$Ơ ĐỒ RELAY MẠNG ĐIỆN (NHƯ SƠ ĐỒ ĐIỆN THOẠI). NHƯNG CHỈ VÀO NHỮNG NĂM 30 
CỦA THẾ KỶ 20, VIỆC ÁP DỤNG ĐẠT SỐ BOOLE NGHIÊN CỨU CÁC SƠ ĐỒ MẠNG ĐIỆN 
MỚI THỰC SỰ PHÁT TRIỂN NHỜ CÁC CÔNG TRÌNH CỦA NHÀ BÁC I1QC NGA SECFAKOV 
VÀ NHÀ BÁC FIỌC MỸ SHANNON. 


KẾ TỪ ĐÓ TRỞ ĐI : LOGIC [OÁN HỌC TRỞ THÀNH MỘT TRONG CÁC CƠ SƠ TOÁN 
HỌC CỦA LÝ THUYẾT ÔTÔ ~ MÁT, CHÍNH PHÁT TRIỂN CỦA LÝ THUYẾT ÔTÔ - MÁT TÁC 
ĐỘNG TRỞ LẠI ĐẾN SỰ PHÁT TRIỂN CỦA LOGIC TOÁN MỘT BƯỚC MỜI CÓ THỂ ĐƯỢC GỌI 
tÀ LOGIC KỸ THUẬT . 

LOGIC KỸ THUẬT ĐƯỢC PHÁT TRIỂN RỘNG KHẮP TRÊN THẾ GIỚI VÀ NGÀY NAY 
TRỔ THÀNH MỘT TRONG NHỮNG CÔNG CỤ QUAN TRỌNG KHÔNG THỂ THIẾU DƯỢC 
TRONG LĨNH VỰC CÔNG NGHỆ THÔNG TIN . 

TRONG TÀI LIỆU NÀY , CHÚNG TÔI CỐ GẮNG TRÌNH BÀY NHŨNG VẤN ĐỀ CƠ BẢN 
NHẤT CỦA FOGIC: TOÁN , NHẦM CUNG CẤP CHO ĐỘC GIÁ CÁC PHƯƠNG TIỆN ĐỂ BIỂU 
DIỄN CÁC MỆNH ĐỂ TOÁN HỌC MỘT CÁCH RÕ RÀNG, CHÍNH XÁC, CŨNG NHƯ TIẾN 
HÀNH CÁC SUY LUẬN ĐÚNG VẬN DỤNG VÀO DẠY HỌC . 

THEO ĐÀ PHÁT TRIỂN CỦA CÁC NGÀNH1 TOÁN, KỸ THUẬT, KÍNH TẾ VÀ CÔNG 
NGHỆ THÔNG TIN... CHÚNG TÔI ĐÃ KIẾN TẠO THÊM MỘT SỐ HỈNH THỨC LOGIC ĐẶC 
CHỦNG : ĐỂ SỬ DỤNG CHUYỆN BIỆT CHO KỸ SƯ, SINH VIÊN CÁC NGÀNH TOÁN, KỸ 
THUẬT, KINH TẾ, TOÁN - TIN. 

SÁCH SÉ LUÔN DẠT KHẢ NĂNG SỬ DỤNG TỐT CHO MỘT SỐ ĐỌC GIÁ. CÓ YÊU CẤU 
TRONG CÁC KỲ THỊ HỌC SINH GIỔI CẤP QUỐC GIÁ HAY QUỐC TẾ VỀ MÔN TOÁN RỜI 
RẠC Ở HAI CHƯƠNG: 3 VÀ 4 

SUỐT QUA TRINH VIẾ  CHÚNG TOI CỐ GẮNG CHỨNG MINH TẤT CẢ CÁC ĐỊNH LÝ 
VÀ TÍNH CHẤT VÌ TÍNH HIẾN NHIÊN CÓ THỂ THOẢ VỚI ĐỘC GIẢ NÀY, NHƯNG CHƯA 
HẲN ĐÃ HIỂN NHIÊN ĐỐI Với MỘT ĐỘC GIẢ KHÁC KI1I XEM XÉT KIỐI TƯỜNG ĐÓ TRÊN, 
CÙNG MỘT BÌNH DIỆ N. l - 

._ DỤ ĐÃ CỔ GẮNG HẾT SỨC TRƠNG LÀN XUẤT BẢN NÀY, SÁCH VĂN CÓ THỂ CHỨA 
MỘT SỐ LỖI KHÁCt! QUAN VÀ BẰNG TÍNH THIỆN CỦA MỌI TÁC GIÁ KHI VIẾT SÁCH, 
CHÚNG TÔI MÔNG ĐÓN NHẬN SỰ GÓP Ý VÀ PHÊ BÌNH SÁCH TỪ QUÝ CAO NHÂN, QUÝ 
ĐỒNG NGHIỆP VÀ ĐÔNG ĐẢO ĐỘC GIẢ. . 

XIN DÀNH SỰ BIẾ F ƠN ĐẾN NHÀ XUẤT BẢN THANH HÓA ĐÃ GIÚP ĐỠ NHIÊU MẶT 
ĐỂ QUYỂN SÁCH ĐƯỢC RA ĐỜI. 
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„.. GIEO, 


đ/z; 7: ĐI SỐ LOGIC 


PHÁN ĐOÁN 
Một suy nghĩ muốn khẳng định hoặc phủ định một điều gì 
đó có tính chất hoặc là đúng , hoặc là sai mà không thể vừa 


đúng lại vừa sai được gọi là một phán đoán . 
MỆNH ĐỂ 


Diện đạt phán đoán bằng một câu ngữ pháp ta có một mệnh 
đề toán học . Nói cách khác , mệnh để toán học là một câu có 
tính chất hoặc là đúng , hoặc là sai mà không thể vừa đúng 
lại vừa sai . 

Như vậy có thể xem mệnh đề toán học là một đại lượng 
nhận một trong hai giá trị, hoặc là đúng, hoặc là sai . 

s Một mệnh đề đúng có giá trị chân lí là 1. 
e Một mệnh để sai có giá trị chân lí là 0. 
ñ Ví dụ : Mệnh đề “42 là uô số tỷ ” có giá trị chân lí là 1 
Mệnh đà : “8 là số nguyên tố ” có giá trị chân lí là 0 

Các khái niệm toán học là cơ sở quan trọng để phán đoán 

đê xuất nhận thức mới , xây dựng các mệnh đề toán học mới . 


§? CÁC PHÉP TOÁN LOGIC CƠ BẢN 


Cho trước các mệnh đề, ký hiệu bởi các chữ x , Y5... 
Chúng được gọi là các biến mệnh để sơ cấp . Sử dụng các liên 
từ mệnh đề như : không, và , hoặc là „... liên kết 


các mệnh để sơ cấp ta được các mệnh đề phức hợp . Ứng với 
mỗi liên từ , chúng ta có một phép toán logic 
1-1) PHÉP PHỦ ĐỊNH (KHÔNG ) 

Phép phủ định là một phép toán logic cho ứng với mỗi Mệnh 
để sơ cấp x , một mệnh để sơ cấp mới ký hiệu là x được định 
nghĩa bằng bảng chân lý, gọi là bảng chân lý của phép phủ 
định : 


Viết dưới dạng phương trình ta có : 1= 0, 0= 1 
PHÉP HỘI (VÀ) 

Phép hội là một phép toán logic cho ứng với hai mệnh đề sơ 
cấp x và y, một mệnh đề mới , ký hiệu là xA^ y ,(hoặc viết 
gọn là xy) được xác định bằng bảng chân lí sau đây, gọi là 
bảng chân lí của phép hội : 


Viết dưới dạng phương trình ta có : 
1A1=l, 1A0=0,0Alz0,0A0=<0 
3 phÉ» TUYẾN (HOẶC LÀ ) 

Phép tuyển là một phép toán logic cho ứng với hai mệnh đề 
sơ cấp x và y, một mệnh đề mới, ký hiệu là x v y được xác 
định bằng bảng chân lí sau đây, gọi là bảng chân lí của 
phép tuyển : 


Viết dưới đạng phương trình ta có : 
1vl=l1l, Iv0=1l,0v1l=1,0v0=0 
PHÉP KÉO THEO (NẾU... THÌ.. ) 

Phép kéo theo là một phép toán logic cho ứng: với hai mệnh 
để sơ cấp x và y, mệnh đẻ mới ký hiệu là x =› y (đọc là nếu 
x thì y ) được xác định bằng bảng chân lý sau đây, gọi là 
bảng chân lí của phép kéo theo : 


Viết dưới dạng phương trình ta có : 
1z2z1=1,IE0=0,0Z1=1,0=0=1 
PHÉP ĐẲNG GIÁ (ỨNG VỚI TỪ TƯƠNG ĐƯƠNG NÊN 
CÒN CỌI LÀ PHÉP TƯƠNG ĐƯƠNG LOéIC) 
Phép đẳng giá là'một phép toán logic cho ứng với hai mệnh 
đề sơ cấp x và y ,một mệnh để mới ký hiệu là x ©> y (hoặc x «¬ 
v). ì 


EESSSNSIHEHEIRG 
Viết dưới dạng phương trình ta có : 
_ lG1=1l,l<0=0,0c1=0,0<=0=1 
@+ PHÉP TUYỂN CHỌN (PHÉP CỘNG LO&IC) 
Phép tuyển chọn là một phép toán logic cho ứng với hai 
mệnh để sơ cấp x và y , một mệnh đề mới ký hiệu là x ® y 
(hay x + y hay x v y) và được xác định bằng bảng chân lí : 


]Ì x®y 
0 


—ỈÌ— 
SG|“m|C|-e-|+ 
— 


© 


Viết dưới dạng phương trình ta có 
1@1=0,1@0=1,0@1=1,0@0-0 


§Ở CÔNG THỨC - LUẬT TRONG ĐẠI SỐ LOGIC 


3-1) côNG THứỨC. 

— Từ các biến mệnh để sơ cấp , nhờ các phép toán logic cơ 
bản , ta lập được các mệnh để phức hợp , chúng được gọi là 
các công thức . Ta thường ký hiệu công thức bởi các chữ F ,„G 
,H,R,... Chẳng hạn công thức sau : 

«F=((xy) =>z) 
°«G=(xc(y=z)) 
« R=(xyvz) 


CÔNG THỨC TƯƠNG ĐƯƠNG 

Hai công thức F và G được gọi là tương đương logic nếu 
chúng nhận cùng giá trị chân lý với mọi hệ thống giá trị của 
các biến mệnh đề sơ cấp . Ký hiệu F = G 

Chẳng hạn : Nếu F' = ( (xy) — z) và G = (x =© (y = #)} 

Thì : F = G 

Thuật đoán đơn giản nhất để nhận biết sự tương đương logic 
của hai công thức F và Œ là cách lập bảng giá trị chân lý 
H Ví dụ : 


(x(@=z) 


Từ bằng chân kim ta suy ra :((y) =2) = (x >(y =>#)) 


(C33 CÁC CÔNG THỨC TƯƠNG ĐƯƠNG LOGIC CƠ Mà 
(Chỉ chứa : ^, v, — ) 


Bằng cách lập bảng giá trị chân lý , chúng ta nhận được 13 
công thức tương đương logic cơ bản sau đây : 
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9. xy = yx 9. (xy)=xvy 

3.xvy=yvx 109.xwx=x 
4. (xy) z = x(y z) 11.xx =x 
B.(xvy)vz=xv(yvz) 12.x1=x 

6. xÍy V z) = Xy V XZ 13.xv0=x 

4x v (yz) = (x v vXx v z) 


Nhận xét : 

a) Các công thức 9., 3., 4., 5. chứng tỏ rằng , phép hội và 
phép tuyển có tính chất giao hoán và kết hợp . 

Công thức 6. cho thấy phép hội có tính chất phân phối đối 
với phép tuyển ( giống như phép nhân phân phối với phép 
cộng số học ) công thức 7. cho thấy phép tuyển có tính chất 
phân phối đối với phép bội (ta không có phép cộng phân phối 
với phép nhân số học). 

b) Quy ước về bỏ dấu ngoặc : 

Thứ tự thực hiện các phép toán logic là phép hội , phép 
tuyển , phép kéo theo, phép đẳng giá . 

Nếu có dấu phủ định trên công thức thì có thể bỏ các dấu 
ngoặc ở hai đều công thức . Chẳng hạn:(x = (y2)) =x=yWz 
@4) CÁC CÔNG THỨC TƯƠNG ĐƯƠNG KHÁC 

14. xe>y=(x—yXy =x) 
l5. x=y= xv lở 
16. x®y=xy v x.y 

l7. x@©y=y@x 

18. x@(y ®z) =(y ©x)@z 
19. x(y ®z)= xy ®xz 
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20.x @1=x 


21.x®1=x 
22.x@®@x= 0 
[I Nhận xét : 


Nhờ các hệ thức 8. , 9., 14. và 15. ta có thể đưa một công 
thức bất kỳ về đạng chỉ chứa hai phép toán . Hoặc là phép 
hội và phép phủ định , hoặc là phép tuyển và phép phủ định . 

Sử dụng 22. công thức tương đương logic trên đây , chúng ta 
có thể rút gọn được nhiều công thức phức tạp . Chẳng hạn rút 
gọn : : "¬ 
l)xvxy=x.lvx.y=x(lvy)=xÌ=x 
2)x vxy =(xvxXx vy)= 1(x vy)= xvy 
3) xÍx V y) = X.X V XY = X VXY =X (theo ÉÍ) 
4)x=y=xvy= xy 
B) xv xy=(v x)(xvy)= 1(xvy)=xvy 
6) xy vx.y = XÍY V y}ỳ=xi =x 
G5) LUẬT LOéIC 

Một công thức được gọi là hằng đúng nếu nó nhận giá trị l 
với mọi hệ thống giá trị của các biến mệnh để sơ cấp 

Mỗi một công thức hằng đúng cho ta mật luật logic. Luật 
logic là cơ sở của phép suy luận đúng . Chúng ta xét ba luật 
logic cơ bản : 

A - Luật đồng nhất (Dựa vào công thức x —= x = Ì) 

Luật đông nhất nói đến tính chất xác định của quá trình suy 
luận. Nó đồi hỏi , trong khi xem xét một đối tượng , phải 
luôn luôn suy nghĩ trong phạm vi (ngoại diên) của đối tương 
đó . Không được đông nhất các khái niệm có nội hàm và 
ngoại điên khác với khái niệm đang xem xét . 
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B - Luật bài trung (Dựa vào công thức xv x = l) 

Theo luật bài trung , một sự vật hoặc là tổn tại, hoặc là 
không tôn tại , hoặc là đúng hoặc là sai. 

Luật bài trung là cơ sở của phép chứng minh bằng Phương 
pháp phần chứng một mệnh để toán học . 

C - Luật phi mâu thuẫn ( Dựa vào công thức xx= 1) 

Theo luật phi mâu thuẫn, một sự vật không thế vừa tổn tại, 
vừa không tồn tại , vừa đúng lại vừa sai . 

Luật phi mâu thuẫn là cơ sở của phép bác bỏ khi muốn 
chứng minh một mệnh đề toán học nào đó là sai 
@Gs) HỆ QUẢ LOCIC 

Nếu công thức x © y = 1 thì mệnh đẻ y được gọi là hệ quả 
logic của mệnh đề x 

Nếu y là hệ quá logic của x và x lại là hệ quả của logic của y 
thì các mệnh để x và y là tương đương logic 
_ Trong các chứng mình toán học , chúng ta có thể thay thế 
một công thức này bằng công thức khác tương đương logic với 
công thức đó . 

@2)sơ LƯỢC VỀ ĐẠI SỐ BOOLE (Nhà toán học Ireland : 
G.-Boole 1815 — 1864) 

Cho một tập hợp các phần tử có bản chất bất kỳ ký hiệu là A 
Ỡ.B,CG..X.,Y..? Trong tập hợp này ta xác định một quan 
hệ bằng nhau, ký hiệu là “=” có các tính chất : 

1) Phản xạ : với mọi A ta có A = A 
1u) Đối xứng : với mọi Á, B nếu A = B thì B= A 
1i) Bắc cầu : với mọi A, B, C Nếu A = Bvà B=€ thì A = C 
Trong tập hợp này ta xác định hai phép toán : 
Phép toán cộng ký hiệu là “@ 
Phép toán nhận ký hiệu là “@” 
Các phép toán này thoả mãn các điều kiện sau đây: (Tiên 
đề) 
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1. Tôn tại phần tử trung hoà đối với phép toán cộng, ký 
hiệu là 0 sao cho với mọi X, ta có :X ® 0= X 
9. Tên tại phần tử trung hoà đối với phép toán nhân , ký 
hiệu là 1 sa› cho với mọi X, ta có X © 1 = X : 
8. Phép cộng có tính chất giao hoán : 
vX,YtacóX@ŸÝŸ=Y@K 
4. Phép nhân có tính chất giao hoán : 
vX,YtacóX@OY=Y@X 
5. Phép nhân phân phối đối với phelp toán cộng : 
vX,Y,Z,tacó:X@(Y@® Z)-=(Œ%X@ŸY) ® (X@2) 
6. Phép cộng phân phối đối với phép toán nhân : 
vX,Y,Z;tacó:X @ (Ý®@7)=(X@Y) O(Œ%X@Z) 
Đối với mọi X, đều tồn tại X sao cho : 
7.X@X =1 
8.X@X =0 
(Tập hợp X hoàn toàn xác định bởi các tiên để 7. và 8., được 
gọi là phân bù của ÄX) 
Từ tám tiên để này , ta chứng mình được hai tính chất cơ 
bản sau : 


.«X@X=X 
-X@X=x 
Thát vậy : 


Ta có :X ® (%eX) * .%©%)© X) 
(8) 


Thay:X ®(X@X) = X@ 0 =X 
Thay : (X @X) @ % @X) Ssoei xex 
Suy ra: X@X=X 
Tương tự : X @ X @ X) = (X@X) ®(X @X) 
X@1=(X@X) @ 0 
X=X@X 
Vậy: X@©X=X 


D Nhận xét : 

Đại số các tập hợp và đại số logic (Đại số các mệnh đề ) là 
hai mô hình cự thể đại số vừa được xây dựng trên đây . Thật 
vậy ta xét bảng so sánh sau đây : 


——.——= 
ĐẠI SỐ Tập hợp 


Cho tập hợp P và | 


Đại SỐ Booïe ĐẠI SỐ Logic 
Các biến của đại | Các biến mệnh đề 


số Boole: A, B, C€ | sơ cấp :A,B,C.. 
sUU c , X,Y 


A,B,C.. là các 
tập con của P 


“=” bằng nhau của | © Sự tương đương 
các biến A,B,C.. | logic của các biến 
mệnh để sơ cấp 


(=) sự bằng nhau 
của các tập hợp 


® Phép toán cộng 


v:Phép toán tuyển 


\¿: Phép hợp 2 tập 
hợp 


© Phép toán nhân | ^ :Phép toán hội 


:Phép giao 2 tập 
hợp 


A: Phân bù của A | A:Mệnh để khí 


A:Phản bù của 


L_ định của A tập hợp A 
| 0: Phần tử trung 0 : Mệnh đề hằng | Ø : Tập hợp rỗng | 
hoà của phép cộng | sai 


L1 : Phần tử trung [n: Mệnh đề hằng 
| hoa của phép nhân | trúng 


P : Tập hợp toàn 
thể 


—Í 


Dễ dàng kiểm tra được rằng, đại số boole và các mô hình cụ 
thể của nó thoả mãn 18 công thức cơ bản trong bảng ở mục 
3.3 


Trong mục này chúng ta quy ước : 


- Các biến mệnh đề sơ cấp sẽ được ký hiệu là x., Xa, - - - Xa 
~ Các công thức chỉ chứa ba phép toán logic cơ bản là phép 
tuyển ,tphép hội và phép phủ định l 
'Œ ĐỊNH NGHĨA 

«Ổ ĐN, : Các phép toán logic hội uà tuyển được gọi là hai 
phép toán đối ngắu của nhau . 

«Ồ ĐN,: Hơi công thúc F uà G được gọi là hai công thác đối 
ngẫu của nhau nếu công thúc này được suy ra từ 
công thức kia bằng cách thay mọi phép toán tuyển 
uà hội bằng phép toán đối ngỗu của nó . 
bý hiệu công thúc đối ngẫu của một công thúc F' cho 
trước là F' * 

HVi dụ : Nếu F.= (xị v xạ) xs thì F*= xị. Xa VXa 
rÍ Nhận xét : 

Trong công thức đối ngẫu F* thay các biến sư cấp x\ Xz, Xz 

bằng các biến phủ định x,, x;, xạ tương ứng thì ta được : 


F*Œ%\, X¿, Xa) = XỊ(X¿ V Xg 


= F* (X;, Xa, Xa )= Xị Xạ VXg= Xị X¿ VXsa 


Lại xét :F(X,,X¿,X;) = (X, V X;)X; = Xị V Xz)VXg 


= Xị.X¿VXạ = Xi.Xạ VX¿ 


= F* (x\Ị, Xă xạ)}= F(K\,X;,Xa) 
Một cách tổng quát : nếu công thức F gồm n biến sơ cấp xị ; 
X;;.. . xạ dựa vào công thức (8) và (9) ta có : 
F(X,,X;,..., Xu)= F% (Xị, Xgzs..; XỔ 


Thay x; bằng x; với mọii=1,2,...n ta có : 


EŒ@\, X; .... Xạ) = F . (Xị, X2» xạ) 
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@3 LUẬT ĐỐI NGẪU 


Điều kiện cần và đủ để : F = G là F* = G* 
ŒI Chứng mình : 
ø Điều kiện cần : Vì FŒị, xạ,.. .,Xa) = G(Xi,Xz,.. „,Xa) 


= F(XI,X¿,...,Xn ) = G(XỊ,Xa,...,Xn ) 


= FQ),Xa,...,Xu) = GK¡,Xạ,..., Xa) 


= F“{Xị, X¿,... ,Xa) = G”K:, Xz,.. ,Xa) 
« Điều kiện đủ : 
Giá sử , t@ _“ 1. xa) ¬ G*(xị,X2 ....< ;Xn) 


= (F*Œ\,xa,..Xu)) = (GẦ Xi, Xa, ..., Xa)” 


_= F@ + X2 -„Xn) - GX{xịi h.n xa) 


§5 BÀI TOÁN GIẢI QUYẾT : 


%®” Đặt vấn đề : 
Cho hai công thức :F(Xị, Xs, Xạ) = XỊ V X2'⁄ K;⁄ X; 
G(X\ , Xạ, X;) = Xị X; Xị Xa 
Nhận thấy công thức F(xị, x¿, x¿) là công thức hằng đúng 


còn công thức G{xị, xạ, xạ) là công thức hằng sai . 

Như vậy cho một công thức bất kỳ gồm n biến mệnh đề sơ _ 
cấp F(&;, x¿,.„xa). Nếu công thức F{x;, xz,.., Xa) không 
đồng nhất sai thì ắt tôn tại một bộ các giá trị (x;, x; .„ xa) để: 
sao cho F{xị ; xa, .., Xa) = 1. Khi đó công thức F(xị , xa ,...,Xn) 
được gọi là công thức khả hiện . 

%“ Bài toán đặt ra là : 

Cho trước công thức F{xy, x¿ ,..xa) không lập bảng giá trị 

chân lí hãy tìm một thuật toán để xác định xem F(Xị , Xa ,...Xn) 
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có phải là công thức hằng đúng hay không ? 
S1) TUYẾN šƠ CẤP - HỘI SƠ CẤp 

5.1.1. Các định nghĩa : 

Cho các biến mệnh để sơ cấp x ,xa,..x 

ÖỒ ĐN,: Tuyển sơ cấp là tuyển của một số các biến mệnh đê 

sơ cđp trên đây hoặc là các biển mệnh để sơ cấp 
phủ định của chúng , 

Chẳng hạn : F =x, vx, v¿ vxạ là một tuyển sơ cấp của ba 
biến :xị, xạ và xạ 
G =xị vx¿ vxạvx là tuyển sơ cấp của bốn 
biến mệnh đề sơ cấp xạ ; X, X; VỀ X.. 

—ẰẲỒ ĐN;: Hội sơ cấp của các biến mệnh đê sơ CỐP #¡, #2, %a 
-› *u là hội của các biến sơ cấp trên đây hoặc là các 
biển sơ cấp phú định của chúng . 

“Chẳng hạn : F ~ xị x; x;là một hội sơ cấp của ba biến xị , 
X¿. X.;G =X¡x,x,x,x, là hội sơ cấp của các 
biến mệnh đề sơ cấp xạ X4; Xa, Xe 

5.1.2. Tính chất : 

® ĐL; (Tuyển sơ cđp là đồng nhất 1 khi uò chỉ khi nó chúa 

một biến mệnh để sơ cấp nào đó càng uới phủ định 
của biên đó. 
Chứng mính : 
Điều kiện đủ : hiển nhiên vì ta cóxv x =1 
Điều kiện cần : Giả sử ngược lại , tổn tại một tuyển sơ cấp 
đểng nhất 1 mà tại không chứa một biến nào đó cùng với phú 
định của biến đó . Như vậy , có thể cho mỗi biến có dấu phủ 
định giá trị chân lí là 1, còn các biến không có đấu phủ 
định giá trị chân lí là Ö thì tuyển có giá trị là Ov0xv... v 
=0 : 
vô lí vì trái với giả thiết tuyển sơ cấp là đồng nhất 1. 
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Điều vô lí chứng tổ không tổn tại một tuyển sơ cấp đồng 
nhất 1 mà tại không chứa một biến mệnh để sơ cấp x; cũng 
với phủ định của biến đó 

ÖỒ ĐLạ :Một hội sơ cấp là đồng nhất Q bhi uà chỉ khí nó 

chứa một biến mệnh đê sơ cấp nào đó cùng uới biến 
phú định của nó 
Chứng mình : định lý 2 tương tự như định lý 1 
€3 DẠNG CHUẨN HỘI - DẠNG CHUẨN TUYỂN CỦA 
MỘT CÔNG THỨC 
5.9.1. Các định nghĩa : 
«ĐN:: Cho công thúc P`. Một công thúc tương đương logic 
uới F mà uiết được dưới dạng tuyển của cúc hội sơ 
cấp thì gọi là dạng chuẩn tuyển của công thức F. 
« ĐN:s: Mội công thúc tương đương logie uới P mà uiết được 
dưới dạng hột của các tuyển sơ cấp được gọi là dạng 
chuẩn hội của công thức F. 
5.2.2. Các ví dụ : 
Vi dụ 1: 

Tìm dạng chuẩn hội uà dạng chuẩn tuyển của công 

thức : G = Xị vX; €>xi Xa 
Giải 
Biến đổi :G=x; .x; © xị x; 


= (Xụ - Xa —© Xị XaXXi X¿ —Xi Xa) 


=( XI.X¿ VXIXzXXIX;¿ VXIX¿ ) 
= (Xị V Xa V XiX;) (Xi VX;¿ V Xị -X¿ } 
= (Xị v(X¿ VxzxI)Ì[Xi V(X¿ VỀ X; Xị)] 


=(Xịy VXz)(Xị; V X;z) 


= XI Xị VXIXa VX2X¡i VX¿%o 
Khi đó , công thức : G = (x¡ v xz) (x; v x;¿ ) là dạng chuẩn 
hội của € và công thức GŒ = XiXị V XiX¿ V X¿xy V X¿ X¿ là 
dạng chuẩn tuyển của công thức G 


D Ví dụ 2: 
Tìm dạng chuẩn hội uà dạng chuẩn tuyển của công 


thức : F = xị x;Xs .(x; v+z) 


Biến đổi tương đương : F = xị (x; V X ) (Xa V xạ) 
= (Xi VXUXz V X; ) (X4 V Xe) 
Công thức : E =(x v xị) (xạ v x; )Œx¿ v x;) là dạng chuẩn hội 
của F': 
Xét tiếp : F = xị (x¿v x; XX¿ V Xg) = (Xi Xs VXỊ x;) (X¿ V Xz) 
= P = XiXzX: V XIXzX: V Xị X; X; v XI X; X; là dạng 
chuẩn tuyển của công thức F 
Fï Ví dụ 3 : . 
Tìm dạng chuẩn tuyển uà dạng chuẩn hội của công 
thức : RÑ = x;(xị; — +2). 
Giải 
Biến đổi : R = XI(Xị v Xaz) = Xị XI V XiX¿ 
Công thức xị XỊ vx\ị x¿ là dạng chuẩn tuyển của R 
Xét: R” = (xị v Xị Xi V Xa) = XIXI V XiXã V XiXị V Xi» 
= (R= (xị v xỊ) (X; vX;}( XịV xịX XịVv Xe) 
=R=(xị vXIXX\ v xzXX\ị v xj (xịv x¿) là dạng chuẩn hội 


của công thức R 
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I Nhận xét : 

1/ Mọi cêng thức F cho trước đều có dạng chuín hội và dạng 
chuẩn tuyển . 

2/ Các dạng chuẩn hội và dạng chuẩn tuyển của một công 
thức cho trước không phải là duy nhất , có thể có nhiều đạng 
chuẩn tuyến và nhiều dạng chuẩn hội cùng ứng với một công 
thức cho trước 

Chẳng hạn : F = xị V xzXa 

Thì : F' = xịix¡ v xzxa là một dạng chuẩn tuyển 

Xét tiếp : F = xị V Xax¿ = (xị v xạ) (xị v xạ) là một đãng 
chuẩn hội của công thức F 

Lại có : P = (Xi v Xz) (Xi V Xã) = XịỊ Xị v XIXs V XzXị V X; X; ta 
lại có một dạng chuẩn tuyến khác của công thức F. 

Tất cả các dạng chuẩn tuyến này đều tương đương logic với 
nhau. 

S3) TÍNH cHẤT 
5.3.1.ĐULA: Điều, biện cổn tờ đủ để một công thức 
R(xuxs,..x,) đồng nhất 1 là mỗi tuyển sơ cấp 
của dạng chuẩn hội của công thức F' đều chứa 
một biến nào đó cùng uới phủ định của biến đó. 
ã.8.2.ĐL¿: Đêu hiện cẩn tò đủ để một công thức 
 (xouaz....x„) đồng nhất 0 là mỗi hội sơ cấp của 
dạng chuẩn tuyến của công thúc F đều chứa 
một biến nào đó cùng với phú định của biến đó. 
f]I Ví dụ : 

Hãy kiểm tra xem các công thức sau đây là đồng nhất 

1 hoặc là đồng nhất 0 


1) F= (xi x2) =(x¿ = x,) 


2) =x¿VX:X¿ V%y¡ X; 


21 


3) R = xiXzXạ V Xị Ấ; Xg VX:X;s Xa 
Giải 
1F =(Œxị => Xã) =(X; = X,) 
Biến đối F về đạng chuẩn hội : 
F =(Xị va) => (x; vXy)= Xi vx: V Xa V xi) 
=xI. x VXsv XI)= (Xi Vx; x,Xx; V Xa V XI) 
Vậy công thức F là đồng nhất 1 
2)G=x¿ vxiXz v Xấu 
Đưa G về dạng chuẩn hội : 
GŒ=x¿V(XiX; V Xị.X; )= X; v(Xị vXị) Xa) 
= (X; v Xi V Xy ))(X¿ V X; ) = (xạ VXị V Xị XX¿V Xa) 
Vậy công thức G là đồng nhất 1 
3) R= xiXzX: V Xi X; Xã V Xị X; Xạ 
Trước hết nhận thấy R là không đồng nhất 0 
Để biết xem R có đồng nhất 1 ta biến đổi : 
RẺ= (XIV Xzv Xs) (xịv X; VXạ) (Xi V Xa v xa) 


=ÍXi Xi VXIX¿ VXịXs VXgXị VXaX; V XzXa VXgzXịVXạX; V 
V*xa X3 XKiVX; v xa} 
= (Xi X; V X|XạV X; Xị VXzX; V*xs Xịvxs X; V Xạ Xx\ v 
v X; V Xạ) 
= (X|X; V XIXạ V Xg Xị VXzXạV.X; Xị V.X4XX: V X; VX) 
= (X) X; V XIX¿ V X¿ XịV%¿ Xạ V-XzXX¡VXạ V Xạ) 


= (Xi X¿ V XIXa V X¿ xị;V X¿XX) V X¿ V Xa) 


=ẤXi K¿ V X¿ Xị V Xa XXIVX¿ V Xa) 


22 


= XI Xe ÄXị VXIX¿ X;, V Xi X¿ Xz V XzXk Xị VXaXt X¿ạ V 


MX2aX:i X; V X› XỊ '/Xị Xã vV XạX;, 


=XiX¿ VXiX¿ Vv XỊ X¿ Xạ VXaXi Xa V XaXy V XạX; V XzXạ 
=R=(f} =Œ\ v x; XXịi VX¿ XX: V X; VXaXX¿V Xị vX;ĂXs 
V XI)(Xạ '⁄ X; XX; V X;) 

Nhận thấy mỗi tuyển sơ cấp của dạng chuẩn hội của R 
không chứa một biến cùng phủ định của biến đó , do đó R 
không đồng nhất 1 

Vậy công thức R là không đồng nhất 1, cũng không đồng 
nhất 0. 


$6 BIỂU DIỄN MỘT HÀM LOGIC HHI TRỊ BÃT KÌ 
F(w¿: xa :...; x.} BẰNG MỘT CÔNG THỨC 


Ũ nếu xza 


. Quy ước : Ký hiệu x? = | 


1 nếu x=a 

Ở đây x và a đều là các biến mệnh để sơ cấp nhận một 
trong hai giá trị 0 hoặc 1. 

Theo ký hiệu trên ta có : x' = x và xÙ = x 

Nhân thấy : các biến mệnh để sơ cấp xị, x;, ., xạ có thể 
nhận một trong hai giá trị 0 hoặc 1. Khi đó một hàm logic 
F(x\, X¿, .. xa) có thể nhận một trong hai giá trị 0 hoặc 1 

Phương pháp đơn giản nhất để cho hàm logic hai giá trị 
FŒ\, x¿, .. xa) là phương pháp cho bằng bảng giá trị chân lí. 
Dựa vào bảng giá trị chân lí (bảng chân trị ) chúng ta có thể 
biểu diễn F(xị, x¿, .., xạ) thành một công tức đại số logic. 
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Dưới đây chúng ta xét phương pháp cơ sở của việc biểu diễn 
này. 
ĐANG CHUẨN TUYỂN HOÀN TOÀN 
6.1.1.ĐL.: Mọi hàm logic hai trị F(xạụ, xs,.... x„) đêu có thể 
biểu diễn được dưới dạng sau đây - 
(Yụ, x2, .. Xa.) = V xịt x;°2...Xa""h. Ea, do, ., du) ;(CỦ 
theo mọi bộ giá trị (du, đ», .., q„) 
D Chứng minh : Thật vậy , theo quy ước trên đây thì : 
xi ”1xX2”2..xụ n =!1 © xị® = 1 với mọi ¡ =1,2,..,n 
© x¡=a; với mọi li =1,2,..,n 
Xét một bộ (an,as,...,aa) tuỳ ý của bộ các biến số sơ cấp (xi, 
X¿. .„Xa) và giả sử x¡ =a;¡ với mọi :¡ =l,2,..,n 
Lúc đó : VTạqy = F (ai, as,.. ., an) 
Để rút gọn vế phải ta cần chú ý : 0 v x = x và 
Xi 1x;°?..xuh =l ©x;=a; với mọi ỉ =1,2,..,n 
Do đó vế phải của công thức 1 gồm tuyển của một số các số 
hạng có dạng : 
ai !a2”?, anh F(ai, az,.. an) = Ê (ai, az,.. „aa) với các số 
hạng khác là 0, 
Nân : VTụ\; =kF (an pc. an) 
Từ đó ta suy ra định lý được chứng minh 
6.1.2.HQ: Một hèm logic hơi trị bắt hkỳ F (Xị, Xa „.. ¿xz) 
đêu có thể biểu diễn được dưới dạng một công 
thức chỉ chứa các phép toán logic là phép tuyển 
, phép hội uà phép phủ định . 
Chứng mỉnh : Xét hai trường hợp : 
ÖỔỎ THỊ : Nếu F (x(, x;,.. „xa) là đồng nhất 0 thì ta có thể 
biểu diễn : F = xị .x; (hoặc một biến x; nào đó) 
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eỒ TH¿: Nếu F (x,, x;¿,.. .,x;) không đồng nhất 0 

Từ công thức (1) : 

E (xì, Xa,...Xa) = V xị®!tx;°®?.. xu ® E(ai, a¿, ., aạ) theo mọi 
bộ (at, 4z, .., an) 

Suy ra : F (Xi, Xz,.. .Xa) = V xị”'x;”?..Xxạ”, theo mọi bộ 
(at, A2, .„ an) mà F (ai, az, .„ aa) =Ì 

Hệ quả được chứng mình 


6.1.3. Dạng chuẩn tuyển hoàn toàn : 


Dạng : F (xị, x¿,.. xa) = V x,”°!x,°®?...x,3", ứng với các bộ 

q , , 1 2 n : 

giá trị (ai, as, .., a„) của các biến sơ cấp (x; , Xạ,.. .,xu) 8ao 
cho 


F (ai, a2, .„ an) = l được gọi là đạng chuẩn tuyển hoàn toàn 
của công thức không đồng nhất sai F (Xi, xa,.. .,x„) 

Định nghĩa : Dạng chuẩn tuyển hoàn toàn của công thức 
không đông nhất sai F (xì, xz,.. .,x„) là dạng 
chuẩn tuy*n chứa n uà chỉ gồm n biển mệnh 
đề sơ cất: xị, xa, ..,x„ thỏa mãn các tính chất : 

1. Trong biểu diễn kl öng có hai tuyển nào giống nhau . 
3: Không một hộ: n‹ o của tuyến chứa hai biến giống nhau. 
3. Không một hệ. nào của tuyển chúa một biến cùng uới 
phủ định của biển đó. 
4. Biến xị¡ hoặc x, có một trong mỗi hội của dạng chuẩn 
tuyển (uới ¡ = 1, 2, .., n). 

6.1.4/ Các ví dụ : 

ñ Ví dụ 1: 

Cho công thức F(xị, x¿) = x: — x:. Tìm dạng chuẩn 

tuyển hoàn toàn của F(%,, x;) ? 


Giải 


~ Lập bảng chân trị của công thức F(xị, xạ) 


- Ta có :F(1, 1)= F(0, 1 =F(0, 0)= 1 

~ Vậy ta có dạng chuẩn tuyển hoàn toàn của công thức : 

F(%ị, xa) = XiX) VX}X) V X†X? 

FX\, x;) = XiX; V Xị Xa v Xi.X 
ñ Ví dụ 2 : 

Cho công thức F(%ị¡, x;) = xị c x¿. Tìm dạng chuẩn 
tuyển hoàn toàn của công thức đã cho ? 

Giải 
~ Lập bảng chân trị của công thức F(xị, x¿) : 


Xị Xa F(xix;) 
1 1 1 

lệ 0 0 

0 1 1 

0 0 1 


- Ta có : E(1 ; 1)= F(0; 0)= 1 


- Vậy dạng chuẩn tuyển hoàn toàn của công thức F(x,,x;) 
là: 
F(X\,X3) = XỈX2 VX†Xã = XiXz V Xi X; 
H Ví dụ 3: 
Cho công thức G(x; ;%2) = %¡ .X; => (xị =©xz) Tìm dạng 


chuẩn tuyển hoàn toàn của công thức đã cho ? 


Giải 
~ Lập bảng chân trị của công thức G{x, xạ): 


G{x¡,X¿) 


1 


- Ta có : G(1,1) = G(1, 0) = G(0, 1)=G{0, 0)= 1 

- Vậy dạng chuẩn tuyển hoàn toàn của công thức G{x;, x;) 
là 

G{X\, X¿)= xix) vxix§ vx?x} vx†x§ 
= XIX¿VXIX¿ V XI XaV Xi Xc 
H Ví dụ 4: 

Cho công thức R(x,, x¿, xu) xác định bằng bảng chân 
trị sau đây .Hãy tìm dạng chuẩn tuyển hoàn của công 
thức Réứ;, X2, %y} ? 

Giải 
Từ bảng chân trị : 


Ta có :R(1,1,1) = R(1,0,1) = R(1,0,0) = R(0,0,1) = 1 
Vậy dạng chuẩn tuyển hoàn toàn của R(xị, x;, xạ) là : 


1.11 10⁄1 cc 102 „0 0.0421 
RÍ(X\, X¿, Xã) = XIiX2Xã V XJXaX: V XiX¿X; VỀ XIX¿zXz¿ 


= Ï(XỊI, Xaz, Xạ) =KIX2Xa V XịỊ Xe; Xạ v*\ì Xz *zv X Xạ Xa 

FÌ Nhận xét: Một công thúc không đông nhát sai có thể có 
nhiêu dạng chuẩn tuyến khác nhau , nhưng 
chỉ có một uà chỉ một dạng chuẩn tuyển hoàn 

sả toàn . 

(6.3) bẠNG CHUẨN HỘI HOÀN TOÀN 

G.2.1. Định lý: Mọi hàm logic hai trị F(cu,xa.., Xu) không 
đông nhất đúng đều có thể biểu diễn được 
đướt dạng : 


Fai,xa.., Xu) =A^ (e“ V ..” V...V nh, 
theo mọi bộ giá trị (œ¡„a„.., au) của các biến 
đề sơ cấp (3¡; Xa ;... Xa) sơo cho : 
E(qi,0›,.... đ„) = 9. 
Định lý này được suy ra từ các định lý và hệ quả của Phần 
6.1.1. và 6.1.2. 

6.2.2. Định nghĩa : Đọng chuẩn hội hoàn toàn của công 
thức không đông nhất đúng F(xiuxs....X„) 
là dạng chuẩn hội thoả mãn : 

1. Trong biểu diễn không có hai hội nào giống nhau . 
9. Trong mỗi một tuyển sơ cấp của hội không có hai 
biến sơ cấp nào giống nhau . 

3. Không một tuyển nào của hội chúa một biến cùng 
uới phủ định của biến đó . 

4. Biến x¡ hoặc phú định x, có mặt trong mỗi tuyển 
cúa hội uới :¡ =1, 2,.., n 


« 2.3. Các ví dụ : 
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1 Ví dụ I : 
Tìm dạng chuẩn hội boàn toàn của công thức : 
FŒŒ¡, x;Ì = xị © x» 
Giải 


- Lập bảng chân trị của công thức Fx ,x;) : 


Xì Xa F(xI,x;) 
1 1 1 
1 0 0 
0 | 1 0 
than ng 


- Nhận thấy : F(1 ; 0) = F(0 ; 1) =0 


~ Dạng chuẩn hội hoàn toàn của công thức F(x ; x¿) là 


FŒ ;¡ xa) = (xị' vx;°Xx‡? v x2) 
= FŒị;x;) =(x; VX¿) (Xị v Xx;) 
f Ví dụ 9: 
Tìm dạng chuẩn hội hoàn toàn của công (hức : 
G(%¡ ; xu) = xị ® x; 
Giải 


¬ Lập bảng chân trị của công thức GíxI; xa) : 


2 G{(x¡;X¿) 


Xì x 
1 1 0 
1 0 1 
0 1 1 
Ị 
L0 0 0 
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- Nhân thấy : G{1 ; 1) = 0 = G(0 ; 0) 
- Vậy đạng chuẩn hội hoàn toàn của công thức G{xi,x;) là : 
Gớ ; x¿) = (x;' vx; `; vxz") 

=_ G4; xa) =(Xị v X; XXi VX;) 
D Ví dụ 3: 

Tìm dạng chuẩn hội hoàn toàn của công thức : 
Ra ; x›: ¡ xi) cho bởi bảng chân trị trong VỆ dụ 4 của 
Phân 6.1.4. ? 

Giải 

Dựa vào bảng chân trị ta có : 

R(1,1,0) = R(0,1,1) = R(0,1,0) = R(0,0,0) = 0 

Do đó dạng chuấn hội hoàn toàn của công thức R(x;xz;x›) là 

R(xi,xox) = (XịT V xạ vXa Ki” vXzT VN), 
9 vx¿'vxz )@œ¡" vxạ" vxz") 

= R(Xi,Xo.Xaã) = ( XịVXs v XaXXiVXs vXa Xi vx„ V Xa) 


.(X)V X¿ V Xa). 


§7 KHÁI NIỆM VỀ TÍNH ĐẦY ĐỦ CỦI MỘT 
HỆ CÁC PHÉP TOÁN LOGIC 


+) ĐINH NGHĨA 
Hệ thống Z gồm các phép toán logic được gọi là một hệ 
đây đủ nếu mọi hàm F%xị, x;,.. xu) đều có thể uiết 
được dưới dạng một công thức chỉ chứa. các phép toán 
có trong hệ Z7. 


(73Ồ các vi bụ 
H Ví dụ 1 : 

Hệ Ð,= {^.v,- Hà một hệ đây đã . Thật oậy,, theo hệ 
qguả của định lý 6.1.2 : Một hàm F(xe,x».., x„) bất kỳ đều 
có thể biểu diễn được dưới dạng một công thức chỉ chứa 
các phép toán logic (v,A,¬. 

ñ Ví dụ 9: 
Hệ Ð,=Ẳ-} uà 3”, = (V,-]là các hệ đẩy đủ.. 


Thật uậy,, dì hệ 7¿ là hệ đẩy đú UÈ:# vy= xAy 


#®Ay=xvw 
Nên suy ra X, Đà 2; là các hệ đầy đủ. 
TI Ví dụ 3: | 
Hệ È¿ = {^,®,1]}là một hệ đây đủ. Thật oậy do hệ Z; đây 
đủ uà nhờ công thức x ® I = x › hên một trong hàm bất 
kỳ FfŒxị, x;,... x„) đêu biểu diễn được bằng công thức chỉ 
chứa hai phép toán ^A, + uà hằng 1 
Áp dụng : Háy biểu diễn các công thức sau đây trong hệ 
^¿ 
a) F(ị, xa) = xị. . Xa= XịiAXs 
= Œxị ®1Xx;, ®])= (xị @ 1Xx;¿ ® 1)@®1 
= (xix¿ ® xịI ®x;¿1 @1@ 1.1)@1 
= XiX¿ ®xị ® x¿ ® (1 @ 1) 
= X¡X¿ ® x¡ ® xạ @ 0 


= X¡X¿ ®xị ®x¿ạ 


Vậy : F(xị, x;) = Xị V X¿ = xiX¿ ® xị @ x; 


b) Gxị, x;) = XiXo V XỊ.X; 


“1+1 


Áp dụng câu a, ta Có : 

G{xi ,Xs) = (xixzXX+ x; ) ĐxiX¿ @ Xe Xxz 
= 0@x¡x¿ ® (xị ® 1Xx;¿ ® L) 
= Xịx¿ ® xix› ® Xị @x;ạ@® 1 
=0@x¡®x¿@]1 

Vậy : G(xìi,x;) = xị ® x¿ ® 1 

c) Ríxi, X¿, Xã) = vxz)(xạ VXị X3) 

Trước tiên ta ta rút gọn : 

Rúxi, Xa, Xg) = (tì V X2) X; V XI) (X; V XI) 
= R(X\,X¿,Xi) = (Xị X;ạ V XỊXI V X¿ xs v xzxị XXa v Xa) 


= RÑ(xi.Xs,x;) = Xi (X¿ V xạ) 


—> R(X\,Xs,x;,) = XỊ X,Xs = xi(xạxạ ® ]) 
= R(xu,xzx„) = Xi[Xx¿ ® 1) ® 1] = xị (x¿x¿ © xạ ® 1) 
= R(ki,x¿,xà) = XiXaXa @ XịX¿ ® Xị 
đd) H(xi, x¿) = Xị Xe = Xì V Xa 
= x;x, =x‡x; 1) =x;(x¿® 1)®1 
Vậy : H(xị, x;¿) = xiX¿ ® xị Đ 1 
G3) ĐA THỨC JEGALKIN 
7.3.1. Đơn thức : Một hằng (0, 1) hoặc là mật hội của một 
số biến trong đó không có biến nào giống nhau được gọi là 
đơn thức 
Ví dụ :0, 1, +, xy, xyz là các đơn thức . 
7.3.2. Đa thức Jegalkin : Một tổng logic (+) của các đơn 
thức từng cặp khác nhau được gọi là một đa thức Jegalkin 
Chẳng hạn : EŒ, xz) = Xị ® Xe @®1 
GŒị, Xz, X;) = XiXzX¿ ® XiX¿ ® Xị 
H Œị, x¿) = xiX¿ ® xi ® L 
1.3.3. ÐL: Mọi hàm đại số logic Ffx,,xe .. ‹ .x„) đều có thổ 
biểu diễn được dưới dạng một đa thúc dJegalkin . 
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Bài 1 
Chứng mình các hệ thức sau : 
1i ©%y=%yvxw v#+.# 2!l(x xì >w =xvy 


3/ (x v3) (xvy)=* 4/x(% vxy) =xy 


ð! xy=(y =4) = *x=wvxvy  6lxyv*xy =x 
Hướng dẫn 

1 Biến đổi: VP=(xvx)yvX.y=yvxy 
=(yvxXyvy)=x vy=x=y 

2/ Biến đổi vế trái bằng cách dùng công thức : x = y = x vy 

8/(xvy)(xv y)=xvy.y =x 

4/ Biến đổi vế trái về vế phải 

ð/ Biến đổi đồng thời cả 2 vế : 


VP= xvyvxvy=x. y vxvy 


VT=x.y v(yvx) 

Từ đó suy ra điều chứng mình 
Bài 2 

Rút gọn: các công thức sau 
A=x+x V%y*⁄y# v*# 
3/ B = (xvy) (x. y vz)vz v(x v%) (s v£) 
3/C = (+ vy vz)(x V+% V&)(% v ÿ vz) 
Hướng dẫn 

1/ Áp đựng kết quả : x v xy =x 

=AÀ=xVÿ# V X.z =(xV XXX Vz) VYz 


3 


- “XVEVÿZ2=xVð 
2/B=(xvy)(x. y vzvsavt)v Z 
"=(xVyvzXx. y v2Zvsvtvz)=xvyvz 
8/C=(xvy v zXxv y v zXx vyvz) 
=(xv(yvzXy vz)(x vyv#) 
=(xv(y.y)vzXx vyvz) 
=(xvzXx vyvz)_ 
= XY VXZV Z#. X VZ.Y 
Bài 8 
Dựa uào các công thức sau đây oê hệ » 
HÁ= x+y =(x3) 
3/B = + =y)(y = #) = (z = x) 
3/ C= (xe ©x) (x œ y) =(% v3) ( v) 
Hướng dẫn 
LA=(x+y)v(xe©y) 
=... ÿyvxyvŒ. vy)(y vxz) 
=XY VXYVX.yYVyx 
2/ và 3/ làm tương tự 


Bài 4 
Đưa các công thức sau đây về hệ `? 
1D= xvy=(z =4) - 2/ E = (x ©%)x 


3/F= xycox.%w 
Hướng dẫn 
2/E=(x vyX y vx)x= XYy.yxx 
1/ và 3/ làm tương tự 
Bài B5 
Đưa các công thức sau đây uê hệ ›f 
1G = (%šx©z)ì 3z 2/.H=x—%w v (x => 3) 
ä/ R = (x ©%) v+x 4i E = (xc©x)+ 
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Hướng dẫn 
4/E=(x vy)(y vx)x=(xx vxy)(xv y) 


= XY(X V ÿ) = XYXVXYY = Xy = XVY 
Làm tương tự cho các câu 1,2,3 
Bài G:_ 
Tiưn công thức đối ngẫu của các công thức : 
lÁ=+x vy >(x 2z) 
2/B=(% @ồy} vx 
3.C=x=y v(x =>») 
4! D = (xy v xy) z v(xy v x).z 
Hướng dẫn 


Trước hết cần rút gọn , đưa về công thức chỉ chứa các phép 
toán hội , tuyển , phủ định 

D=zv(xy vxy) z=(zvx y vxyXzv zø)z:zVXY VXy 

= Công thức đối ngẫu 

D=2(xv yXx v») 

Các câu 1, 2, 3 làm tương tự 
Bài 7 : 

Đưa các công thức sau đây uê dạng chuẩn tuyển uà 
dạng chuẩn hội 
1A=xvy—= +. 2/B= xy v(x =y) 
3/C = (x vy) z > %x v# 4/ D =x(x —y) —y 
ðI E = (x {y) œ (x œ z) 

Hướng dẫn 


A=xvyvxy=x.y vx.y 


Ta có công thức x.y v x.y là dạng chuẩn tuyển của A 


3õ 


Xét tiếp : A = x(y vy)=(x v xXy vy) là dạng chuẩn hội 
của công thức À 

Làm tương tự cho các câu 2, 3, 4,ð 
Bài 8 

Đưa các công thức sau đây oê dạng chuẩn bội, từ đó 
suy ra đó là các công thức hằng đúng 
1/A = (x y) = (œ =3) = (x vz =3)) 
2/B = (xy —£z) — (x  (y ©#z)) 
3 C = (x —y) (y —z) ©( —z) 

Hướng dẫn 


Á= XVYVZVYVvXVvZ vy 


=x.ÿy vz.y vX.# vw =(yvxXyv y)vz.y vX.z 
=(yvz.y)v(xv xX.Z)Ì=ÿYVZVvxv z. Đây chính là 
dạng chuẩn hội của A chứa biến z cùng với biến phú định của 
nó . Vậy công thức A là hằng đúng . 
Chứng minh tương tự cho các công thức B và C 
Bài 9 
Đưa các công thức sau đây oê dạng chuẩn hội hoàn 
toàn . 
1A =x++y+#z 
2/ H = (xị —*xaXt) — %x; V*X; 
Jí C # x¡Xy v2 #gV#r.Xz 
. Hướng dẫn 
1/ Viết A = (x ® y) +z . Lập bảng chân trị 


GœG|-.|=-|C 


Dạng chuẩn tuyển hoàn te. 

Ta có : A (1,1,1) = ÀÁ (1,0,0; = :(0,1,0) = A(0,0,L) = 1 
^-A=XyZVvVXYy.#zvx.y¿: x.yz 

Dạng chuẩn hội hoàn toàn 

Ta có : A(1,1,0) = Á (1,0,1) = A(0,1,1) = A(0,0,0) = 0 
=A=(xvy vz)(x vyv z)(xv yvz)(xvyvz) 

Làm tương tự ta có 
2/ Dạng chuẩn hội hoàn toàn 
B = XiXzX; V XIX¿Xa V Xị X; Xạ VXIXc Xã V XỊ XuXa V XỊ Xe Xa 


Dạng chuẩn hội hoàn toàn : B = (xị V X¿V Xg xạ X¡ V Xs V Xs) 


3/ Dạng chuẩn tuyến hoàn toàn 


C = XIX2X; V XịXaX; V XỊX; XzVX, XeX; V XỊ X; Xạ VXI X; Xs 
Dạng chuẩn hội hoàn toàn : C = (xị V Xa V Xs) (Xị; V 
X; VXs ) 
Bài 10 
Tìm dạng chuẩn tuyển hoàn toàn uà dạng chuẩn hội 
hoàn toàn của các công thức 


1! (x v#)z v(x v z)(y v2) 2x vy=(+=z) 
ä/ x.y ¬q =*) 4 x—y vV&vw 
ă/ (x =>z)yz 6/ (x ©)x 
7i x.wV = „.x 

Hướng dẫn 


Đối với mỗi công thức , nếu rút gọn được mà không làm mất 
biến sơ cấp thì cần rút gọn về dạng đơn giản trước khi lập 
bảng chân trị để tìm dạng chuẩn tuyển và chuẩn hội hoàn 
toàn 
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Bài 11 

Biểu diễn hàm F(+xụ, x¿ x;) thành một công thức cho biết 
hàm này nhận giá trị I khi uà chỉ khi hai trong ba biến 
nhận giá trị 1, biến còn lại nhận giá trị 0 

Hướng dẫn 

Lập bảng chân trị với biểu diễn F bằng một trong hai dạng : 
hoặc là dạng chuẩn tuyển hoàn toàn hoặc, hoặc là dạng chuẩn 
hội hoàn toàn 
Đáp số : F(Xị,Xaz,Xạ) = Xì Xe xạ VXị X; Xs v Xị XzX; 
Bài 12 

Biểu diễn các hàm JAETE hai trị s sau đây bằng một công 
thức 
1/ F(1,1,0) = F(0,1,1) = F(0,1,0) = F(0,0,0) = 0 
2/ G(1,1,1) = G(1,0,0) = G(0,1,0) = G(0,0,1) = 1 
Bài 18 

Biểu diễn hàm F(xị, x„ xu) thành một công thức cho biết 
hàm này nhận giá trị 1 khi uà chỉ khi một trong ba biến 
nhận giá trị 1 , hai biến còn lại nhận giá trị 0 

Hướng dẫn 

Lập bảng giá trị chân lý. Biểu diễn hàm F' dưới dạng chuẩn 
hội hoàn toàn 
Bài 14 

Chứng mình rằng hệ hàm 3” = (,®,=] là một hệ hàm đây 


Hướng dẫn 


Chú ý: X=x®1= x@®(xx) 


XYy= x=y = (x=y) ® 1= (x = (y ® (y => y))) ® (x = x) 
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Bài 15 
Biểu diễn các công thức sau đây dưới dạng đa thức 
dlegaikin: 


1i E = (x =xs) —©%z ĐỊ Œ= xiXeYy V4i%s 4; V 3; g #g 
3! À = x: vX¿ 4/ B = (xị vxzÌ (xa vw#;x3 
Bài 16 
Giải phương trình logic (ẩn là X) : Ä v Äv X vA=B 
Hướng dẫn 


Phương trình 1 tương đương với : 
X.A vX.A=B 
© X(AvA)=B ©X=B 
Vạy:X= B 
Bài 17 
Cho dãy biến mệnh đề sơ cấpđÁ„) được xác định bằng hệ 
thức truy toán sau đây : Áa = A„a.(Á„sz v Áa.v) uới n > 3.Với 
Á;, A;, As được xác định như sau : 
Á; uà Á; là mệnh đề đúng , còn A› là mệnh đê sơi . Hỏi : 
1/ Mệnh đê A„ được biểu diễn qua Á›, A„ Ay như thế nào † 
2/ Xác định giá trị chân lý của mệnh đê A„ 
Hướng dẫn. 
- Nhân xét : Áa = Az(A¿ v Àu) là mệnh đề đúng 
Xét : Ay = Á¿ (À; v À2) = (As (Az v Ài)XÁ¿ v À2) 
= Aj(Á; v À:¡Às) = AsÁz v À:Á¿ = Á:(À¿ v Ai)= AC 
Tương tự ta có : As = Â, 
Tả in gi ly td vfkbi Vn >8 
Thật vậy với : n=4,n=ð,n=€ = khẳng định đúng với Àsz⁄ 
An; Ân 
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Xết: Au: = Án (ni vÁn2) = ÁA(À¿ v Aad= Áu 

Vậy : Aa= A¿ với mọi n > 8 
= Áa = A¿z(A¿ v A¡) với mọi n > 3 
1/ Với mọi n > 8-ta có ..u đúng 
Bài 18 

Trong một cuộc thử trí thông mình có ba học sinh 
Các,Mai uà Lan thông mình ngàng nhau . Ban giám bhảo 
có ð chiếc nón . trong đó có 9 nón xanh sò 3 nón đỏ , trong 
phòng tối người ta đội cho 3 học sinh mỗi người một nón „ 
còn lại thì cất di .Các học sinh được xêu câu nói màu nón 
của mình dang đội . Bạn Cúc uà bạn Lan không đoán được 
mòàu nón của mình . Lúc đó bạn Mai đã đoán đúng được 
tàu nón của mình Hỏi bạn Mai đội nón màu 8ì uà bạn 
mai đã suy luận như thế nào ? 

Hướng dẫn 
Gọi : vA là mệnh đề : Cúc đội nón xanh 
B là mệnh để : Lan đội nón xanh 
CC là mệnh đề : Mai đội nón xanh 

Ta có : ABC =0 

Bởi vì Cúc không đoán được màu nón của mình , rièn chứng tỏ BC z 

Bởi vì Lan khồng đoán được màu nón của mình , nên chứng tỏ 
:C=0 =Œ~ 1 = Mai đội nón màu đồ 
Bài 19 

Ba tên Cam ; Quýt oà Cuội bị tố cáo là đã tham gia vào 
một uụ cướp nhà băng . Bọn chúng lấn trốn bằng xe 
riêng. Trong một cuộc điêu tra ; 
ø Tên Cam khai :Bọn chúng di trên chiếc TOYOTA mùa xanh 
° Tên Quýt khai : Đó là chiếc MERCESDES màu đen. 
s Riêng tên Cuội thì cam đoan rằng : Chúng bỏ chợy trên 
chiếc xe roRD không phải màu xanh $ 
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Giả sử rằng ,, trong các lời khai trên đây của mỗi tên chỉ 
đáng : hoặc là màu xe, hoặc là nhãn hiệu Ôtô. Hải chiếc 
Ôtô đó màu gì của hãng xe nào ? 

: Hướng dẫn 

Chúng ta xét các mệnh đề sơ cấp sau đây : 

A: Ôtô màu Xanh 

⁄B: Ôtô hãng TOYOTA ˆ 
⁄C: Ôtô màu Đen 

⁄D: Ôtô hãng MERCESDES 
vE:Ôtô hãng FORD 

Từ giả-thiết ta suy ra: AvB= 1 ›CvD=1I,AvB=I 
=(AvBXC vDXAvE)=1 
= ACA vACE vBCA v BCE v BDA v BDE v ADE vADA =1 

Bởi vì: ACA= 0, ACE =), BCE=0,ADA =0,ADE=0, 
BDA =0, BDE=0 
=BCA=1=B=1,C=1,Ä=I1 
= Ôtô hãng TOYOTA màu đen . 

Bài 20 

Trong uụ cướp nhà băng, một trong ba tên Cam , Quýt, 
Cuột là kẻ chủ mưu. Trong cuộc điêu tra „ bọn chúng đã 
khai như sau : 

«Ồ Cam khẳng định : Hắn không làm điêu này , chính cuội 
là kẻ chủ mưu 

« Quý thì khai : Cuội không có tội, Chính Cam chủ tmuưu . 
s Cuội uào hùa theo : Tôi không làm điêu này , Quý cũng 
không làm điêu đó 

Theo điều tra riêng , toà biết được rằng ; trong 3 lời hai 
trên : Một tên 2 lẫn nói dối, một tên 9 lần nói đúng , tên 
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còn lại 1 lân nói dốt 1 lân nói đúng .Bạn hãy giúp toà làm 
rõ : Ai là kè chủ mưu † 
Hướng dẫn 
Đưa vào các mệnh để sơ cấp sau đây 
(A: Cam chủ mưu 
w/B : Quýt chủ mưu 
wŒ : Cuội chủ mưu . 
Bằng cách lập bảng , xét các trường hợp có thể xảy ra : 
Hai lần nói 
thật 


Ls† Ta —- 

Bằng phép loại trừ , ta thấy chỉ có trường hợp thứ 8 là hợp lý. 
Vậy Cuội là kẻ chủ mưu vụ cướp 

Bài 21 : 

Ba phát súng được bắn uào mục tiêu .Gọi các mệnh đề sơ 
cấp : : 

A, = {Phát thứ k trúng đích } uới k = 1, 2, 3 

Các mệnh đê phức hợp sau đây có nghĩa là gì 

1Ì Â¡ vÀ¿y vẤy 

9/ A;A;A; 
3Á, Ây Áa v ẨLÁy Â; v Ấy Â;Á; 

4! A¡Áy v A,ÁsÂ; vÀ¡ Áz 
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Hướng dẫn 
1/ Có ít nhất một phát trúng đích 
2/ Cả ba phát trúng đích 
3/ Một và chỉ một trúng đích 
4/ Có ít nhất hai phát trúng đích 
Bài 22 
Sau khi làm bài hiểm trư, trên đường uê nhà . 
® Bạn An nói : Mình được điểm 10. 
« Bạn Bình khẳng định mình được 6. 
ø Còn bạn Cúc oẻ không tự tin : Mình không được điểm 10 
Sau khi thây giáo trẻ bài : Mội trong ba bạn được 6 điểm 
; một bạn được 10 điểm . So oới dự đoán lúc đâu thì có hai 
người đúng là dà một người sai. Hỏi điểm bài kiểm tra 
của mỗi bạn † 
| Hướng dẫn 
Có thể lập bảng sau đây : 


Chỉ có trường hợp thứ hai là hợp lý -ˆ 
Bài 23 " 
Bốn đội bóng A, BH, C, D tham gia oào một cuộc thì đấu ` 

để xếp hạng . 
« Một người dự đoán : B hạng nhì , C hạng ba 
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s Agươi thứ at dự đoan : A hạng thì, C hạng tư 
* Người thứ ba dự đoán : B hạng nhất, D hạng nhì 
Kết quả xếp loại cho thấy mỗi người có mật phân đúng 
sà một phân sai .Vậy kết quả xếp hạng như thế nào ? 
Hướng dẫn 
Gọi : Vx¡ là mệnh đề : B hạng nhì 
v xạ là mệnh đề : C hạng ba 
xạ là mệnh đề : A hạng nhì 
⁄x„là mệnh đề : C hạng tư 
x; là mệnh đề : B hạng nhất 
_— wx; là mệnh đề : D hạng nhì 

Từ giả thiết ta có : xịvxạ = l, Xa V4 = Ì, Xs V Xe = Ì 
= (Xi V Xa) (X; V XaXX; V Xe) = Ì 

Khai triển ra và rút gọn lại các hội của tuyển có giá trị ), ta 
được : x¿xax; = l 
= x; = 1, xs = l1, x; = 1 = B hạng nhất, A hạng nhì , C 
hạng ba và D hạng tư. 

Bài 34 ( THỊ HSG TOÁN QUỐC TẾ LẦN THỨ 8 1983 ) 

Năm đội bóng A ; B ; C ; D ; E tham gia ào một cuộc 
thị đấu để xếp hạng.Bạn An dự doún kết quả theo thứ tự 
là A,B ,C,D,E.. Bạn Bình dự đoán kết quả sẽ là D, A, E, 
C,B. Kết quả thi đấu cho thấy, bạn Án đoán sai cả nề 
thứ tự xếp hạng của từng đội , cả uê thứ tự của từng cắp 
Hân nhau (o( dụ : C không xếp ngay sau B) 

Bạn Bình đoán đúng thứ tự của bai đội tà đoán đúng 
thứ tự của hai cặp liên nhau . Hỏi kết quả thí đếu là 
như thế nào ? 

Hướng dẫn 

« Dự đoán của An là: ABCDE 
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se Dự đoán của Bình là:D AEBCB 

Nhận thấy, nếu đoán đúng thứ tự liền nhau của 1 cặp đồng 
thời lại đoán đúng vị trí (thứ tự xếp bạng ) của một trong hai 
đội đó thì cũng biết được vị trí của đội kia , 

Do đó , tương tự dự đoán của Bình, hai đội được đoán đúng 
vị trí thì phải xếp hạng liền nhau, vì nếu giả sử ngược lại, 
hai đội không đứng liên nhau thì sẽ có tới 3 đội được đoán 
đúng vị trí .Điều này vô lý vì trái với giả thiết . 

Hai đội được đoán đúng vị trí này và xếp hạng liên nhau thì 
phải là D, A hoặc là CB (bởi vì nếu ngược lại, sẽ có đến 8 đội 
được đoán đúng vị trí ) 

Ta xét hai trường hợp 
5Ò THỊ : Thứ tự xếp hạng D nhất A nhì . 

Với ba đội còn lại , thứ tự xếp hạng lại có thể là : 

v Nấu là ECB thì thứ tự xếp hạng sẽ là DAECB, tức là dự 
đóan của Bình sẽ đúng hoàn toàn (võ lý). 

ý Nếu là BEC thì thứ tự xếp hạng sẽ là DABEC ,„ do đó dự 
đoán của An có phân đúng về thứ tự 2 đội liền nhau (B xếp 
hạng sau A} : Vô lý 

⁄ Nếu là CBE thì thứ tự xếp hạng sẽ là DACBE, do đó dự 
đoán của An có phần đúng (E xếp cuối) vô lí vì trái với gia 
thiết . 

Do đó trường hợp 1 không thể xảy ra 
» TH: : Thứ tự xếp hạng C thứ tư và B thứ năm bằng cách 
loại bỏ khả năng , chẳng hạn DAECB, ta thấy chỉ còn trường 
hợp EDACB là hợp lý . 

Bài 25 

Năm người A,B,C,D,E là kí giả hoặc là kẻ buôn gian 
bán lên bao giờ cũng nói dối như nhau › 
1/Ð nói E là kí giá 
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2/ B nói À là nhà buôn 
3/ C nói D không phải là nhà buôn 
4/ E nói B không phải là kệ giả 
8! A nói C uà D có nghề nghiệp khác nhau . 
Hải có bao nhiều kí giả , bao nhiêu nhà buôn ? 
Hướng dẫn 
D có thể là ký giả , hoặc có thể là nhà buôn 
Nếu D là kí giả : Theo 1 và giả thiết ta có E là ký giả , theo 
4 suy ra 8 là nhà buôn vì B là nhà buôn , nên theo 9 ta cóA 
là ký giả vì A là ký giả , nên theo 5 ta có Ơ và D có nghề 
nghiệp khác nhau, tức là C là nhà buôn vì C là nhà buôn , 
nên theo 3 ta suy ra D là nhà buôn . Điều này mâu thuẫn với 
giả thiết D là kí giá . Vậy trường hợp này không xảy ra 
Vì D không là kí giả nên D là nhà buôn theo 3 , suy ra C là 
nhà buôn cũng theo 1 suy ra E là nhà buôn , cúng theo 1 suy 
ra E là nhà buôn theo 4 suy ra B là kí giả , theo 2, suy ra Á 
là nhà buôn . 
Vậy B là ký giá . Bốn người còn lại là nhà buôn . 
Bài 26 (Thị rào chuyên Toán ~ Tin học năm 1993 - 199đ ĐHTH Tp HCM) 
Bốn bạn nữ Mỹ, Mộn, Mai , Mơ đang ở trong một căn 
phòng của k$ túc xá . Một cô đang sửa áo , một cô đang 
chải đâu , một cô đang uiết thư uà một cô đang đọc sách 
, Biết thêm rằng : 
ø Mỹ không sửa áo oà không đọc sách 
øe Mận không uiết thư uà không sửa áo 
eỔ Nếu Mỹ không uiết thư thì Mơ không sửa áo 
øố Mai không đọc sách uà không sửa áo 
« Mơ không đọc sách uùà không uiết thư 
Hãy nói chính xác , mỗi cô đang làm gì 
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Hướng dẫn 
_ Đăng cách lập bảng, xét các khả năng, ta có : 
vCô Mỹ đang viết thư 
Cô Mận đang đọc sách 
v Cô Mai đang chải đầu 
v Cô Mơ đang sửa áo . 
Bài 97 : 

Ba cô Hồng, Bích , Hoàng mặc áo màu đỏ , xanh bàng 
cùng đến một buổi dạ hội . Ba cô nhìn ác của nhau nà 
cô mặc áo xanh nói uới cô Hoàng : Lạ không ! Chúng ta 
chẳng có ai mặc áo đúng uới màu tên mình . Hỗi màu áo 
mỗi cô đã mặc ? 

` Hướng dẫn 

Bằng cách lập bảng , dùng phương pháp loại dân , ta có kết 
quả : Cô Hồng mặc áo xanh 

Cô Bích mặc áo vàng 
Cô Hoàng mặc áo đỏ 
Bài 28 

Trong trại hè Đà Lạt, có năm em tên là : Hà , Trang, 
Đăng, Chí uà Bằng sống ở Hà Njội , Huế, Đà Nẵng , 
Buôn Mê Thuột, Thành phố Hồ Chí Minh , ngôi quanh 
một bàn tròn , chuyện trò 0uui uẻ 

Em ở Hà Nội ngôi giữa em ở Buôn Mê Thuột uà em 
Bằng . Em ở Huế ngôi giữa em Hà uò em Trang đồng 
thời trước mặt em là Dũng oà em sống ở Thành phố Hồ 
Chí Minh : 

Em Chí chưa bao giờ đến Huế. Em Hà đã có địp đến 
thăm Đà Nẵng, nhưng chưa đến Buôn Mê Thuột uà em 
Trang thì uẫn thường oiết thư cho nhau .Hỗi ai sống ở. 
thành phố nào ? 
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Hướng dẫn 
Bằng cách lập bảng , sử dụng phương LẠC: loại dẫn 
Ta có : Em Bằng sống ở Huế 
Em Hà sống ở Buôn Mê Thuột 
Em Trang ở Đà Năng 
Em Chí ở Thành phố Hồ Chí Minh 
Bài 29 (THI HSG TP HỒ CHÍ MINH 1992) 

Có 8 bạn đi chơi dới nhau . Biết rằng , trong bất cứ 
nhóm 3 người nào của 8 bạn đô cũng có một người quen 
uới 2 người kia Chứng mình rằng có thể xếp họ đi chơi 
trên 4 xe, mỗi xe cô 2 người quen nhau . 

Hướng dẫn 

Lấy một nhóm 3 bạn bất kỳ . theo giả thiết có 2 người quen 
nhau, ta xếp 2 bạn này đi cùng một xe . 

Lại lấy một nhóm 8 bạn bất kỳ trong 6 người còn lại, theo 
giả thiết có 3 người quen nhau nên ta xếp 2 bạn này đi cùng 1 
xe . Còn lại 4 bạn , Chẳng hạn là A,B,C,D 

Nếu cả bến bạn đều quen nhau thì xếp thế nào cũng thoá 
mãn 

Nếu có hai bạn không quen nhau , chẳng hạn A không quen 
B. Khi đé.theo giả thiết, với nhóm 3 bạn A,B,C thì C phải 
quen cả A và B, với nhóm 3 bạn A, B, € thì D phải quen có À 
và B 

Khi đó có thể xếp A và C đi một xe ; B và D đi một xe 
Bài 30 (THỊ HSG MOSCOW 1972 ) | 

Trong một hội nghị quốc tế , có 1000 đợi biểu từ nhiêu 
nước đến dự. Mỗi đại biểu đêu biết một số thứ tiếng . 
Bất kỳ 1 nhóm 3 đại biểu nào cũng có 1 người có thể nói 
chuyện uới 2 người còn lại Chứng mình rằng : Có thể 
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xếp các đại biểu ào ở 00 phòng , một phòng 2 người 
mà họ có thể nói chuyện uới nhau được 
Hướng dẫn 

Giải tương tự như Bài 29 
Bài 3l (TH HSG MOSCOW 1980) 

Có 12 uận động oiên thị đấu quân uợt.. Mỗi người đấu ˆ 
một trận uới tất cả những người khác . kết quả của trận 
đấu chỉ có thắng -— thua không có hoà. Biết rằng , 
không có cây uợt nào thống tất cả các trận . Chứng 
minh rằng : phải có 3 cây oợt A, B, C mà A thắng B, B 
thắng C uà C thẳng A.. 

Hướng dẫn 

Giả sử A là một trong những người có nhiều trận thắng nhất 

Vì không ai thắng tất cả các trận nên ắt phải có ít nhất 1 
người ,, chẳng hạn là C thắng A 

Giả sử B là một trong những người thua A khi đó phải có là 
C thua B, bởi vì ngược lại thì C sẽ có nhiều trận thắng hơn A 
vô lí vì trái với giả sử . 

Vậy phải có 3 người A, B, C thoả mãn 
Bài 32 

Có 8 bạn học sinh tham gia thí đấu bóng bàn , mỗi bạn 
phải đấu một trên với các bạn còn lợi . Chứng mình 
rằng bao giờ cũng sắp xếp được củ 8 bạn thành một 
hàng dọc sao cho , người đứng trước thắng người đứng 
bề sau . 

Hướng dẫn 

Xét tất cả các cách sắp xếp một số bạn thành hàng dọc sao 
cho người đứng trước thắng người đứng kể sau . 

Cách sắp xếp này bao giờ cũng tồn tại và do cách sắp xếp 
chỉ là hữu hạn nên phải chọn được cách sắp xếp có nhiều bạn 
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nhất và chứng minh cách sắp xếp đó có mặt tất cả 8 bạn học 
sinh 

Thật vậy, giả sử ngược lại, cách sắp tu này chỉ có k bạn 
với k< 8 

Đánh số thứ tự các bạn là : Á¡, Àz,..., _Ây 

Xét một bạn B không có trong hàng 

Theo luật thi đấu , B phái đấu với tất cá A;, A;, .. Áx 

Nhận thấy : B không thắng A;¡, vì nếu B thắng A; thì khi 
đó có cách sắp xếp B, Ái, Az ,..Áy gồm k + 1 bạn vô lý, vì trái 
với giả thiết các.. sắp xếp Ái, A; ,..Áx„ là nhiều học sinh nhất 
thoả mãn bài ra : 

Như vậy B phải thua A;¡ . Nhận thấy B không thắng A; vì, 
nếu ngược lại , ta có cách sắp xếp A;, B, A›s ,..Ay nhiễu học 
sinh hơn giả thiết k 

Đo đó B thua AÁ;. lập luận tương tự , ta có B thua A,, do đó 
ta có cách sắp xếp Á¡, Á;, .„, Ay, B gồm nhiều học sinh hơn 
giả sử đâu bài . Vậy k = 8 
Bài 83 ` 

Có 10 người đi họp. Mỗi người quen với ít nhất là ð 
người khác. Chứng tỏ rằng , nếu cần sốp xếp 4 người 
ào một bàn tròn gôm 4 chỗ ngồi thì có thể sắp xếp sao 
cho người nào cũng ngôi giữa hơi người quen của mình. 

Hướng dẫn 

Nếu cả 10 người đều quen nhau thì sắp xếp thế nào cũng đạt 
yêu cầu 

Giả sử có 2 người A và B không quen nhau trong số 8 người 
òn lại, A quen ít nhất là 5 người và B quen ít nhất là B người 

, do đó A và B phải quen nhau chung 2 người, Giá sử đó là C 
và D. Khi đó ta sắp xếp như sau : 

e A và B ngồi đối điện: 
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se C và D ngôi đối điện ` 
Bài 34 (THĩ HSG BA LAN 1966 — 1967) 

Trong phòng cô 100 người quen uới ít nhất là 67 người 
khác . Chứng mình rằng trong phòng phải có 4 người 
từng đôi một quen nhau 

Hướng dẫn 

Xét A là một người bất kì trong phòng. Bởi vì A quen ít là 
67 người khác , nên nếu ta mời tất cả những ai không quen A 
ra ngoài phòng thì số người phải nhiều nhất là : 32 người 

Khi đó trong phòng có 68 người gồm A và ít nhất là 67 
người 
quen A 

Gọi B là người khác Á trong số 68 người còn lại ở trong 
phòng . Ta mời tất cả những ai không quen B ra ngoài . 

Khi đó trong phòng còn lại ít nhất là : 68 - 32 = 36 người 

Lại gọi C là người khác A và B trong số 36 người còn lại 
trong phòng . 

Lại mời tất cả người không quen C ra ngoài trong phòng còn 
lại ít nhất là 36 -»82 = 4 người . Tức là ngoài A, B, C trong 
phòng còn 1 người là D 

Xét 4 người A ,B,C,D . Rã ràng, trong 4 người này , 
từng đôi một là quen nhau 
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_PHỤ LỤC Ø⁄⁄ 7 


Giữa các Đại số logic và Sơ đồ mạng điện có một sự liên hệ 
được xác lập bằng cách sau đây : 

e Mỗi một Contart điện được đặt tương ứng với một mệnh đề . 
Nên khoá điện đóng thì ta có mệnh đê đúng , còn bhoá điện 
mở thì nhận được mệnh đê sai 

se Trên sơ đô mạng điện , các cấu tạo (khóa) sẽ được ký hiệu 
bằng chính các chữ cái tương ứng với các mệnh để của chúng 

e Các cấu tạo nối song song uới nhau được đặt tương ứng với 
tuyển của các mệnh đê 

e Các cầu dao mắc nối tiếp uới nhau được đặt tương ứng uới 
phép hội các mệnh đề. Nếu hai khóa làm việc thỏa mãn : 
một trong hai khóa đóng, khóa còn lại mở uà ngược lại 
chúng ta đặt tương ứng uới các mệnh để A uà A. 

« Mỗi một sơ đô mạng điện sẽ được tương ứng uưới mệnh đề 
phức hợp , mệnh đê này đúng khi uà chỉ khi có dòng điện đi 
qua mạng 

Như vậy chúng ta có thể sử dụng các phương tiện của Đại số ' 
logic để nghiên cứu các sơ đồ mang điện nhằm thu gọn bệ thống . 
các khóa điện mà không làm thay đối chức năng hoạt động của 
mạng 

Ví dụ 1 : Hãy đơn giản sơ đô mạng điện cho dưới đây 
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Mạng điện trên đây có thể đặt tương ứng với mệnh để sau đây : 
(Ai v A¿) A Ás) v (Ai A A, ^ Áz) v(Á¡y A Á; A4¿) = 

= ((Ài vÁz) AÁas}v rW ^ Aa A(Ài v A¡)= 

= (Ai AA2) V(A¿ AAz)v(A¿ A Aa) 

=(Ai A A2)v(Àzv À„))= (Ai A Aa)v À¿ 


Như vậy mạng điện trên có thể mắc như sau mà không làm 
thay đổi chức năng hoạt động 


Œ Ví dụ 2: Hãy đơn giản sơ đô mạng điện sau đây : 


Ạ 


x»”—c 
M À B N 


D»—— 
B 
Giải 
Sơ đồ mạng điện đã cho có thể viết như sau : 
(Av(A AB))v(A AB)= 


=Av(A ^ B)v(A A B)=Av(BA(A vA) =AvB 
Ta nhận được sơ đỗ sau : 


MỤ | _ N 
(I Ví dụ 3 : Hãy đơn giản mạng điện sau đây : 
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Giải 
Sơ đô mạng điện đã cho có thể viết : 
(Ai AÁ¿) v ((Á¿ v Ái) ^ Á¿) 
=(Âi AA2)v((As A A2) v(Á¡ A A¿)) 
=(Âi A (AsvÀ¿)) v(As A Ã;)= Ái v(Á¿ A Â¿) 
Ta được sơ đồ sau đây có cùng chức năng : 
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Z/ 2. LOGIC VỊ Tử 


§1 HẦM MỆNH ĐỀ (Vị từ) | 


Mệnh đề không xác định là một câu có chứa biến và không 
phải là mệnh để nhưng sẽ trở thành mệnh để khi ta thay biến 
bằng một phần tử cụ thể thuộc một tập hợp xác định 

Chẳng bạn , mệnh để không xác định một biến {xlà một số 
nguyên tố} xác định trên tập hợp các số tự nhiên N 

Mệnh để không xác định : “ phương trình sinx = a + b vô 
nghiệm ” là mệnh để không xác định hai biến a , b xác định 
trên tập hợp số thực a, b, « R. Các mệnh đề không xác định 
còn được gọi là các hàm mệnh để hoặc vị từ 

HÀM AỆNH ĐỀ MỘT BIẾN 
Cho tập hợp A khác rỗng . 
Ánh xạ :F: A ——— {0;1} 
x—— F(x) 
là một hàm mệnh đề một biến xác định trên tập hợp A . 
Ký hiệu : x e A, F (x) hoặc F(x), x e A. 
D Ví dụ : FŒœ) = &*—8x+2= 0}, xe E. 
~ Phần tử a e A được gọi là thoả mãn hàm mệnh để F(), x 
e A nếu F(a) = 1 ' 
- Phần tử b e A được gọi là không thoả mãn hàm mệnh đề 
F(s), x e Á nếu F(b) =.0 ¬. : 

Ký hiệu tập hợp : F = ae A: F(a) = l}được gọi là tập đúng 
của hàm mệnh đề F(x) : 

Gọi:F= AXE= xeA:F(x) =0} 
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Ta có biểu đồ : 


FI Nhận xét : 
Mỗi hàm mệnh đẻ F(x), x e A xác định một tập con của tập 
hợp A là F = (<A: F(x) =1}tức là xác định một tính chất 
nào đó của tập hợp A . 
Œ) HÀMA ỆNH ĐỀ HAI BIẾN 
Cho hai tập hợp khác rỗng A và B 


.Ảnh xạF:AxB ——> 0,1} 


(x, y) E——> F(x, y) 

được gọi là một hàm mệnh để bai biến xác định trên các tập 
hợp A và B. 

Ký hiệu:xe<A,yB, FŒ&, y) 

Phân tử (a, b) e A x B sao cho Fía, b) = 1 được gọi là thỏa 
mãn hàm mệnh đề F(x, y) 

Ta cũng gọi F = (a,b)ce AxB: FQa, b)= 1)là tập hợp đúng của 
hàm mệnh đê :FŒ%x,y),xeA,yeB 

Nhận xét : (a, b) e F © F(a, b) = 1L, do đó hàra mệnh để FŒœ& 
; y) trên Á và B xác định một tập hợp con của tập tích Decaster 
A x B tức là xác định mệt quan hệ hai ngòi ö trên A ›: B 

Ta có:aõ b ©FE(a,b)= 1 

Tương tự ta có khái niệm hàm mệnh để 3, 4,.., n biến 
HYi dụ: F(x, y) = x;yeM:x«<y} với M={8:4;5;6} 

Khi đó ta có : F = {(8;4), (8;), (8;6),(4;B), (4; 6). (5;6) 
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_— 


xướng 


§9 CÁC PHÉP TOÁN LOGIC TRÊN CÁC 
HằM MỆNH ĐỀ 


G3 PHÉP PHỦ ĐỊNH 
Cho hàm mệnh đề môt biến F(x) xác định trên tập hợp A 
hàm mệnh đề phủ định của hàm mệnh đề F(x), ký hiệu là 
F(z) cũng xác định trên tập hợp A và nhận gi trị 1 với các 
phần tử x thuộc A nếu như F(z) nhận giá trị 0. 
Như vậy , hàm mệnh đề F(x) phân tập A thành hai tập con : 
F = xeA:Ft(x) =1} 
F=fxeA:FŒœ) =0}= ke A: F0) = 1} 


@3) PHÉP TUYỂN 


Cho hai hàm mệnh đề F(x) và G{x) A 
cùng xác định trên tập hợp A. Tuyển 
của hai vị từ F(x), G{x) là một vị từ , 
ký hiệu là F(x) v G(x) mà F(x) v G{x) 
nhận giá trị O0 với các phần tử x e A 
sao cho cả hai vị từ F(x) và G{(x) đều 
nhận giá trị 0. 

Ta có : 

(xe A: F(x) v G(x) = 1}= xe A: Phi v 0h Độ G{x) = 1} 


Ta có biểu đồ sau : 


@3) PHÉP HỘI 


Cho hai vị từ F(x) và G{(x) cùng xác định trên tập hợp A.. Hội 
của hai vị từ F(x) và G(x) là một vị trí, ký hiệu là F(x) AG(x) 
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mà vị từ F(x) A^G(x) nhận giá trị 1 với các phần tử x e A sao 
cho cả hai vị từ F(x) và G{(x) nhận giá trị 1. 


Ta có : 
(x<A: F(Œ) A G(x) = 1}=  e A : F() = 1}¬  e A,G(x) = 1} 
Ta có biểu đồ sau: ˆ “ 


PHÉP KÉO THEO 
Cho hai vị từ F(x) và G(x) cùng xác định trên tập hợp A vị từ 
kéo theo của F(x) và G{x) „ ký hiệu là F(x) > G{x) mà vị từ F(x) 
= G(x) nhận giá trị 0 nếu với x e A ta có F(x) nhận giá trị 1 
còn G{x) nhận giá trị 0 


Ta có : 
(x<A: F() = G(x) = 0}= & e A : F() = 1} xe A : G(x) = 0} 
Ta có biểu đồ : A 


Với chú ý là ta cũng có : F(x) = G{(x) = F(x)v G{x) 
Nên xe A : Fœ) = Gœ) =1}= ke A : FQ) v G(x) =1] 
=keA:FG) =1} xe A: Gœ) = 1} 


PHÉP TƯƠNG ĐƯƠNG 


Cho hai vị từ F(x) và G(x) cùng xác định trên tập hợp A vị từ 
tương đương của hai vị từ F(x) và G{x) là một vị từ, ký hiệu là 
F(x) © G{(x) mà vị từ này nhận giá trị 1 nếu với x e A mà cả 
hai vị từ G(x) , F(x) nhận giá trị 1 hoặc cùng nhận giá trị 0. 
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Ta có : {xe A : F(x) © G{zx) = 1}= 
= ÍxeA: F(x) > GŒœ) = 1}¬ {G(@) = F(Œœ) = 1} 
{xe A: F(œ) = G(x} = 1}¬ xe A : GQŒœ) = FŒœ) = 1} 
H Ví dụ : 

Cho hai vị từ hai biến : F(, v) = {x < y} GŒœ,y) = fx = v} 
cùng xác định trên tập hợp A?, oới 3À = {1;2; 3; 4} 

Ta có : : 
(+;+y): F(x;+) = 1}= ((1;2),(1:3),(1;4),(2 ;3),(2;4),(3 ;4)} 
{x;x): G(x;y) = 1Ì = {(1; 1),(2;2),(3;3),(4; 4)} 

Khi đó : 

(x~;+) : F(z; y)v G(% ;y) = 1} 
=(Wx;): F(x;) = 1]}© (x¡) : G(x;y) = 1} 
={1;2),(1;3),(1;4),(2;3),(2;4),(3;4}Ä2(1; U,(2; 2),(3;3),(4; 49} 
=Ñ1;2,(1;3),;4),(2;3),(2;4),(3;4),0;,(; 2,(3; 3),(4; 4} 


Cho vị từ F(x) xác định trên tập hợp A . Chúng ta quan 
tâm đến hai khẳng định sau đây : 
« Vị từ F(Œœ) nhận giá trị 1 với mọi phần tử x e A.. 
e Vị từ F(x) nhận giá trị 1 với ít nhất là một phần tử x e A, 
tức là tồn tại x e A sao cho F{(x) nhận giá trị L. 
_'Ta sử dụng hai kí hiệu sau đây : đấu V và dấu 3(với mọi và 
tồn tại ) để ghi các khẳng định trên đây như sau : 
eVYx<A,FƑt(œ) | 
°‹ÄäxeA,F(x) 
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Ký hiệu : Vx e A được gọi là ký hiệu của phép lượng hóa phố 
dụng liên kết biến trên x trên A . 

Ký hiệu :3 x c A được gọi là ký hiệu của phép lượng hóa tôn 
tại liên kết biến x tập hợp A 
H Chú ý, : 

VxeA;F() 
3xe A;F() 
° Gọi F(œ) là hàm mệnh đề :F(x) = &° -8x+2= 0} trên R.. 
Khi đó ta có ; 
vxeR, F(x) là mệnh đề nhận giá trị 0 


Mỗi cách viết : là một mệnh để . Chẳng bạn : 


äxeR,F(«) là mệnh đề nhận giá trị i 
Gọi G(x) là hàm mệnh đề. G(x) = [xlà số nguyên tố } xác 
định trên tập hợp số tự nhiên ]ÌN 
Khi đó ta có :vx e ÌN, G(@x) là mệnh để nhận giá trị 0 
3 xe, G{x) là mệnh đề nhận giá trị 1 


Như vậy , các phép lượng hóa phổ dụng và lượng hóa tổn tại : 
cho phép biến đổi một hàm mệnh để xác định trên tập hợp À 
thành các mệnh đề đúng hoặc sai . 


Mệnh đề 3x e A, F(x) là đúng nếu tập F khác rỗng và là 
mệnh để sai nếu F = Ø. 
Mệnh để Vx e A, F() là đúng nếu F = A là sai nếu E khác 
rỗng . 
D Chú ý; : 
Khi A là tập hợp hữu hạn, giá sử A = Íay; as;...;a„} thì ta có 
VxeA, F(&x) = F(@i) A F(a¿) A ... A F(a,) 
3xeA, F(x) = F(a) v F(az)v... v F(a,) 
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Như vậy phép lượng hóa phổ dụng có thể xem như là sự 
tổng quát của phép hội và phép lượng hoá tôn tại là tống quát 
của phép tuyển . 

MỘT SỐ CÔNG THỨC BIẾN ĐỐI CỦA LOGIC VỊ TỪ 

3.2.1. Công thức : 

1. Tất cả các công thức của đại số logic là công thức của 
logic vị từ 

2. Mỗi một vị từ hoặc các vị từ tạo thành bởi các phép toán 
A,V,—, = là công thức của logic vị từ 

3. Nếu F(.. x, ..) là một công thức thì : Vi; E(.. xị .) và 3%, ; 
F(.. xị..) là những công thức 

4. Các công thức trên đây liên hệ với nhau bởi các phép 
toán logic cơ bản là công thức của logic vị từ 
Ví dụ : 

Ký hiệu (3x, Vy P(x ; y) v(Vz, 8Œ)) AA là một công thức 
của logic vị từ. 

Thật vậy :+ Theo định nghĩa 1 thì A là một công thức 
+Theo định nghĩa 2 thì P& ; y) và S(z) là các công 
thức 
+Vy, P(x ; y) và Vz , 8(z) là các công thức theo ĐNạ 
+3x, Vy, P(x ; y) là công thức theo định nghĩa 3 
+(3x, Vy, px, y) v(Vz, 5(z)) A A là công thức 
theo ĐN, 

3.2.2. Công thức tương đương : 

Hai công thức P và G của logic vị từ được gọi là tương đương 
nếu chúng biểu thị cho cùng rhột hàm logic 

3.2.3. Một số công thức tương đương : 

1) Giá sử A = laq,aa,...aa}, F(œ) là vị từ xác định trên A ta có 
VxeA,FG) =Ffi)A-.AEE,)= Fmy)v Eaa)v... va.) 
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=1xeA, FŒœ) 
Tổng quát : Vx e A, F() = 3x e A, Fx} 
Thật vậy : 
VT (đúng) © V x e A, F() sai 
_ © Ít nhất một phân tử x e A mà F(x) sai. 
© có ít nhất một phần tử x e A mà F(x) đúng . 
©3xeA, F(x) đúng. 
Vậy ta có điều phải chứng mình . .s 
Xét tiếp : khi A Íay;a¿;...;aa} 
3x e A, F(x) = F(a¡) v F(a,)v.... v F{aa)= 
=F(a¡)^F(a;)A... ^ F(a„) =Vxe<A,FŒœ) 
Tổng quát : 3xe A, E@œ) = vx e A, FẲŒœ) 
Thật vậy : 
VT (đúng) © mệnh để 3x < A, F(x) sai 
© với mọi x ta có F(x) sai ©© với mọi x e A thì F(x) đúng 
© mệnh đề vx e A F(œ) đúng. 
Suy ra đều phải chứng minh. 
H Chú ý : 


Áp dụng công thức Vxe A,F(x)= 3 xe A, F(x) ta thấy để 
bác bỏ mệnh đê Vx e A ,F(x), tức là chứng minh cho mệnh 
để này sai ta chỉ cần ra sự tổn tại a e A sao cho E(a) đúng 
tức là F(a) sai. Phần tử a e A có tính chất như vậy gọi là 


một nhản ( dụ ¬ 


Chẳng hạn , để bác bỗ mệnh để Vx e NỈ ; x? + x + 41 là số 


nguyên tố ta chỉ cần chỉ ra một phản ví dụ a = 40 
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Để bác bỏ mệnh để vx e N`, F(Œœ) = 1 + 2” là một số 
nguyên tố , Euler (Nhà tóan học Thụy sĩ. 1732) đã chỉ ra một 
phản ví dụ khi chọn n = ð thì F(6) là một hợp số 
2) Ta có : 

Vx €A ; E(x) A G(x) = (Vx € A ; F(£))A (Vx « A ; G(x)) 
3x eA ; FŒ&) v G(x) = (3x e A ; F@)) v(3x e A; GŒœ)) 

8) 3xc A;3y €B;FŒœ;y) = 3xe A;3y cB;FŒ;y) = 

=3x e A;Vy eB;F(x;y) 
Vxe Â;Vy eB;F(x;y)= Vxe A;Vy<B;FŒ&:y) 
=VxeA;3y eB; FŒ:y) 

4) Chú ý , ta không có các công thức tương đương sa! đây : 
dxeA;EFŒ) A G() # (xe A;F(x)A Œlxe A;G() 
VxeA,F(Œx) vG{x) # (VxeA; F(x)v(Vxe; AQ(x)) 

Chẳng hạn, gọi : F() là vị từ : F@œ) =xlà số chắn} 

G (x) là vị từ : Gœx) = 1à số lé 

F{x) và G{x) cùng xác định trên N 
Khi đó : 

dxeA; F(x) A G(x) là mệnh để sai. 

(3x e A; F()) ^ (3x e.A ; G(x)) là mệnh để đúng 
+ Mệnh đề : V x e N, F(x) v G(x) là mệnh đề đúng 
+ Mệnh đề : v x eÌN, F(x) là mệnh để sai 
+ Mệnh đề : v x e N, G{(x) là mệnh đề sai 
Do đó : (ý xe N ; FŒœ)) v(V xe; G@)) là mệnh để sai 
B) VxeA;E({x)= dxeA;F(œ) 


3xze A;F(x)= Vxe Á ; FŒœ) 
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6) Nếu G là một vị từ không chứa x, hoặc là một mệnh để 
thì 

(Vxe A; Fœ)) vGŒ=Vxe A; Œ(x) vG) 

(3xe A;F@œ)) A G=3xe A; Œ(x) ^ G) 


§2 PHÉP SUY LUẬN HñI TIÊN ĐỀ — 
- TRM ĐOãN LUẬN 


Phép suy luận hai tiền để là hai phép suy luận từ hai phán 
đoán cho trước đi suy ra một phán đoán mới. Trong phần này, 
ta xem xét các tam đoạn luận , hệ thống suy diễn tiên để cổ 
điển nhất do Aristote xây dựng thông qua ngôn ngữ và kí hiệu 
của logic vị từ . 

Trong logic hình thức Aristote người ta xem xét dạng phán 
đoán sau đây : 

A : Phán đoán khẳng định chung : mọi 5 là P, kí hiệu 
là : SP 

E: Phán đoán phủ định chung : mọi 8 đều không là P, 
kí hiệu là : SP 

I: Phán đoán khẳng định bộ phận :một số 8 là P, kí 
hiệu là : SP 

O: Phán đoán phú định bộ phận :một số 5 không là P, 
kí hiệu là : SạP 

Trong mỗi tam đoạn luận , có ba thuật ngữ ký hiệu là 8, M, 
P.. Thuật ngữ M được gọi là thuật ngữ giữa , có mặt trong bai 
tiên đê : Tiền để nhỏ chứa S và M ; Tiền đề lớn chứa P và M 

Trong kết luận không có thuật ngữ giữa M, chỉ có hai thuật 
ngữ S và P 
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Có hai cách sắp xếp thứ tự các thuật ngữ P và M trong tiền 
đề lớn và hai cách sắp sếp thứ tự các thật ngữ 8 và M trong 
tiền để nhỏ .Do đó ta có 4 cách sắp xếp hai tiển để , tức là có 
bốn loại hình tam đoạn luận : 

LOẠI 1 LOẠI 3 LOẠI 8 LOẠI 4 


MP PM MP PM 
3M SM MS M8 
SP SP SP SP 


Các phán đoán có thể nhận một trong bốn dạng A, E, I ,Ð0. 
Như thế mỗi loại hình có 4” = 64 kiểu và cả bốn loại hình có : 
4x 64 = 2ð6 kiểu . Nhưng Ariatôt chỉ ra rằng chỉ có 24 kiểu 
là đúng . Tên gọi của các kiểu do Peter (Tây ban nha) , đặt ra 
như sau : 

LOẠI 1 
Barbara, Celarent, Darii, Feri0 , Babari , Celaront 
(a,a,a) (e¿a,e) (ai) (eo): (a,aj) (e,a,o) —_ 


LOẠI 2 
Cesare , Camestres , Festino , Baroco , Cesaro , Camestrol 
(e,a,)  (a,e,e} (e,i,o)  (a,o,o} (e,a,o} (a,e,o) 
LOẠI 83 
Darapti, Dieamis , Datiai, Felapton , Bocardo, Ferison 
(a,a,1) (1,a,1) (a,,1) (e,a,o} (o,a,o) (e,i,o) 
LOẠI 4 
Đamalip , Calemes , Dimatis , Fesapo , Fresison , Calemos 
(a,a,1) (a,e,e) (la)  (e,a,o)  (eji,o) (a,e,o) 


Trong mỗi tên gọi trên đây đều có đúng ba nguyên âm được 
dừng để chỉ các kiểu phán đoán . 

Chẳng hạn : 
M,P 
8M 
SP 


+ Tam đoạn luận Barbara có dạng : thuộc loa: hình 1. 
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Cả ba phán đoán của kiểu này đều là khẳng định chung 


M,P 
ì : S,M 
+ Tam đoạn luận Ferio (Loại hình 1) có dạng : S P 
° 
P,M 
: M,s 
+ Tam đoạn luận Dimatis có dạng : sp 


Để chứng minh 24 tam đoạn luận thuộc bốn loại hình trên 
đây , Aristote xem hai tam đoạn luận Barara và Celarel của 
loại hình 1 là hiển nhiên đúng (tiên để). Từ đó chứng mình 
các tam đoa:: luận khác của loại hình 1 cũng đúng . Để chứng 
minh các tam luận của ba loại hình còn lại, Arjatote dùng các 
phép suy luận một tiền để để chuyển các tiến đề của tam 
đoạn luận đang xét sang các tiên đề ở kiểu tương ứng trong 
loại hình 1. Từ đó theo quy tắc của loại hình 1 ta được các 
kết luận . Lại dùng tính chất logic từ kết luận để suy ra các 
khẳng định cần chứng minh . Trong nhiều trường hợp, có thể 
chuyển sang ngôn ngữ tập hợp , phép chứng mình thuận và 
lợi hơn nhờ sử dụng biểu đề Venn - Buler. 

Gọi : 5(x) là vị từ : phần tử x có tính chất 8S 

P(x) là vị từ : phần tử x có tính chất P 
+ Phán đoán khẳng định chung S,P có dạng : 
Vx, 8(x) > P(x) _SCP 
(với mọi x, nếu x có tính chất 8 thì x có tính chất P) 
+ Phán đóan phủ định chung 5¿P có dạng : 
Vx, S(x) => P(x) S8¬aP=€ 
+ Phán đoán khẳng định bộ phận 8;P có dạng : 
3x, 5{x) A P(x) S¬APzxz2 
+ Phán đoán khẳng định bộ phận S,P có dạng : 
3x,S(x) A P(x) SAPzØ 
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Nhận thấy : 
Vx,5(x) = P(x) = 1x, S(x) v PŒœ) = 3x;8(x) A P(x) 


vx,8(x) = P(x) = 3x ; Sœ) v Pœ) = 3x;Ä(x) ^ P(x) 
Nghĩa là 8,P và S¿P là phủ định của nhau, còn S.P và SP 
là phú định của nhau . 
Như vậy ta có công thức sau đây : 
se Luật phủ định : 
l1)A:Vx,SŠ(x) = P(x) = 3x,S(x) ^ PGœ) 
2)E:Vx,SŒ@œ) = P@Œœ)= 3x,5(x)A PŒ) 
3)I: 3x, S(x) A P(x)= vx,S(x) = Pằ) 
4)O: 3x, 8%) A P(x)= Vx,5(x) = PŒœ) 
s Luật đảo ngược : 
1) 3x, 5(x) ^ P(x) = 3x,P(œ) ^ SG) 
2) 3x, 8(x) A PŒ) = 3x, P(x) A S(x) 
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Bài 35 
Tìm số A có hai chữ số. sao cho trong bốn mệnh đề sau 
đây có hai mệnh đề đúng , hai mệnh đê soi . 
P= |A chia kết cho ð} 
Q = ÍA chia hết cho 28} 
R.= {A+7là số chính phương } 
§= ÍA-10là số chính phương } 
Hướng dẫn 
Dã dàng nhận thấy rằng : các cặp (P ; Q), ŒP; R), (Q ; R) 
không thể cùng đúng . 
Do vậy chỉ cần xác định AÁ sao cho các cặp (P ; 8), (Q ; 5), ŒR ; 8) 
cùng đúng là xong . 
Ta có : s Cặp (P ; 8) cùng đúng nếu : A = 10 v Á = 3 
e Cặp (Q ; 8) cùng đúng nếu : À = 46 
« Cặp (R ; 5) cùng đúng nếu : Á = 74 
Như vây : có bốn số A = 10, 3ð, 46 ,, 74 thoả mãn 
Bài 36 
Cho ba mệnh đê : 
.P= {a là số nguyên ) 


.Q= le? - 4a là số nguyên ám) 


.R= Ía + : là số nguyên dương 


Húy tìm số thực a để cho một oà chỉ một mệnh đê là sai, 
hai mệnh đề còn lại đúng 
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Hướng dẫn 

Xót ba trường hợp : 
eỔ TH; : P; Q đúng, còn R sai 
Ta có : a?— 4a <0 œ© a(a -4)<0 &0<a<4 
Mà : a là số nguyên, suy ra:a =1;2; 8 
Chỉ có : a = 3 thì R sai 
5Ò THạ : P ; R đúng, còn Q sai 
Vì : P; R đúng nên a là ước số nguyên đương của 2 =› a = 1 ; 2 
Cả hai giá trị này đều làm cho Q đứng =s Không có a thoả mãn THạ 
«TH; : Q; R đúng, còn P sai 
Ta có : a2 — 4a = (a - 9—4>- 4 
Mà : a” ~ 4a là số nguyên âm, nên : aÊ - 4a e Í-I,- 9,~3,~ 4} 
Trong bốn khả năng này, chỉ có : 
ý ax=8 cac đa cô 0e |1 SẾ 

a=9-42 
Kết luận : a e B;:2- v2;2 + v2 
Bài 37 
Cho ba mệnh đề : 

P= (là số nguyên] 


Q= &? - 3x là số nguyên âmÌ 
R= |x+‡a SỐ nguyên dương &= 


Tìm tất cả các số thực + sao cho chỉ có một mệnh đề sai , 
hai mệnh đề còn lại đứng . 
Đáp số 


lầu tương tự bài trên ta có : x e P Đế, 9 ) 
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Bài 38 
Cho hai số nguyên dương œ uà b. Biết rằng trong bốn 
mệnh đề P, Q, R, S dưới đây chỉ có duy nhất một mệnh đề 
SGE 
P={n=2b+ð} Q= Íln+1chia hết cho b } 
R= la+b chia hết cho 3) — S= [n+7b là số nguyên tố } 
1! Hãy chỉ ra mệnh đề sai trong bốn mệnh đề trên (có 
giải thích ) 
3/ Hãy tìm tất củ các cặp số nguyên dương a, b thoả mãn 
ba mệnh đề đúng còn lại. 
Hướng dẫn 
1/ Nhận xét : ea +b = 8b + ð 
sa+ 7b =(a+b)+ 6b 
Do đó nếu mệnh đề R đúng thì cả P và Š đều sai : (vô lý ). 
Vậy : R phải sai , ba mệnh đề P, Q, S đúng . 
2/ Vì : Q đúng, nên : a + 1 chia hết cho b © a + 1=nb 
Với n là số nguyên dương. Do đó : b (n - 2) = 6 
Suy ra : b e US(6) = {I;2;3;6} 
Chỉ có : b =2, b= 6 thoả mãn 
Thay vào ta tính được : a e {1} 
Đáp số : (a ; b) = (9 ; 2) và (17 ; 6) 
Bài 39 
Cho a là số nguyên dương . Biết rằng trong ba mệnh đê 
P, Q, R sau đây chỉ có duy nhất một mệnh đê sai. Tìm A ? 
_ P=Í|A+5I1là một số chính phương } 
Q= ÍA có chữ số tận cùng là 1) 
R = ÍA ~- 38 là một số chính phương } 
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Hướng dẫn 

Nếu Q đúng thì A + ð1 tận cùng là 2 còn Á - 38 tận cùng là 3. 

Nên cả P và R đều sai : (vô lý ). 

Vậy : Q sai còn P và R đúng . 

Ta có : e®A + ð1 =x° 
°®A-88=yˆ (x,y eN) 

=89 =z”- y” œ (x~ yXx + y) = 89 = 1.89. 

= P34er" =x=4ð =A =1974 

.Đáp số : A = 1974 

Bài 40 

Tìm số nguyên dương B cho biết trong ba mệnh đê P, Q, 

R dưới đây, chỉ có duy nhất một mệnh đê sai . 
P= {B+4ð là bình phương của một số tự nhiên} 
Q = {B tận cùng là chữ số 7Ì 
R= {B-44là bình phương của một số tự nhiên Ì 

Hướng đẫn 

Ta có : Q sai còn P, R đúng 

Đặt : B + 4õ = x? và y? = B - 44 (x, y e N) = x2 - y? = 89 

Suy ra : B = 1980 "¬ 

Bài 4I 

Cho bq mệnh đề : 

A =|Phương trình x+ˆ=a vônghiệm Ì 


B =| Đẳng thức {a5 ~ 8a +9 =8~a đúng } 


+? +ax — 9 


c=|Bát phương trình : > 38 đúng sới mọi z | 
+x" -+‡+ 
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1/ Xác định a để cho hai uờ chỉ cô hai trong ba mệnh đê A, 
B,C đúng 
2/ Xác định œ để trong ba mệnh đề A ,B , C có ít nhất 
hai mệnh đã đúng. 
toát, Sêt, 

1/ Mẹnh đề A đúng c©> a?- 4< 0 ©-2<a<2 

Bởi vì :Va” —6a +9 =}a — 8| , nên B đúng khi và chỉ khi a < 8 
Mệnh đề C đúng  -1 < a< 7 


2<a<sä 


2/ Trong ba mệnh đề A B C có ít nhất hai mệnh để đúng nếu : 
Ề <-2 


Do đó, hai trong ba mệnh đề đúng |; 2<ax<-l 


a»8 
Bài 42 
Cho ba mệnh đê P, Q, R như sau 
P= {Phương trình x + /x ~naVô nghiệm Ì 


Q= {Phương trình J” -il=qœ-xcó nghiệm Ì 


R = [Bất phương trình (a3 — 1x + 9(a - 1)x + 3 > 0 đúng V # 
Xác định œ để cho cô hai uà chỉ hai trong ba mệnh đề 
này đúng ? 
Hướng dẫn 
e Nếu a > 0 thì dễ thấy phương trình x + x = a có nghiệm . 
« Nếu a < 0 thì phương trình x + Vx = a vô nghiệm . 
Do đó P đúng  a < 0 
Xét phương trình :x? -1 = a ~ x 
A Khi a = 0 : phương trình vô nghiệm 
A Khi a #0: ÝJx?-1=a-x =x2—1=(a-x}# 
=x?- =a2- 2ax + x” 
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: a?+l 
2 = 2 l=x= ' 
— ax a bị x 2a 


Thử nghiệm tìm được vào hai vế của phương trình , ta có : 
(S; +] a?+l 
= =8 => —— 


2a 2n 
(—) a?—-1 |a?-ll a?-—1 
— ———— = ———>|~-—| ~- 
a a a a 
= -1< 0 - 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi : Ê To Tệy 
a a>l 
-1< 0 
Vậy Q đúng © | NA 
a>l 


Xét mệnh đề R 

s Nếu a = I : bất phương trình 0.x + 2 > 0 đúng V x 

s Nếu a = -I : bất phương trình -4x + 2 > 0 không thoả mãn Vx 
-. e®NếuazlAaz#-l1: 

Bất phương trình bậc hai : (a2 — 1)xÊ + 2(a ~ 1)x + 2 >0. 

Để bất phương trình này thoả mãn Vx , điều kiện cần và đủ là 


(a —1)? -2(a? ~1)< 0 a?+2a—-8'>0 lê 
c© c© |. 
a?—-L>0 a?-1>0 a >1 
a«<-ä 
a>l 
Do đó hai và chỉ hai trong ba mệnh để P, Q, R đúng 
a<-â 
©P.‹Q.RvP.Q.RvP.Q.R=le©|-l<a<0 
a>1 


Vậy R đúng © 


Bài 48 : : 
Cho hệ phương trình ,. ¡(2> ) là tham số 
x2 -4y”= 


Xác định a để phương trình luôn luôn có nghiệm uới mọi 
giá trị của b. 
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Hướng dẫn 
Rút y từ phương trình đầu và thế vào phương trình sau : 
x2 ~ 4(b ~ ax)? = 1 e (1 - 4a?)x? + 8abx - 4b” - 1 = 0 
e Nếu : 1 — 4a? z 0 a = +0,ð ta nhận được phương trình : 
0.x? + ( +4b)x = 4b + 1 
Khi :b= 0 thì phương trình vô nghiệm 
e Nếu : I~ 4a? z 0  a z 0,ỗ A a z - 0,5 ta có phương trình bậc 
hai của x 
Điều kiện cần và đủ để phương trình có nghiệm là : 
16a?b2 + (4b? + 1X1 - 4a”) >0 
c> 4b? - 4a? +1>0 e4b?+(1-4a?)>0 (®) 
Bất phương trình (*) muốn đúng Vb ; nói riêng khi b = 0 thì : 


1—4a2>0 œ lai “ỹ 


UoSš 22xee _ ¡ nên : lal « bộ 
2 2 2 
Tóm lại : để Hi phương trình có nghiệm với mọi giá trị của 


tham số b thì : 78 To 


2 
Bài 44 
c b+x - y = ac? 
Cho hương trình : (œ, b, c là các 
kêu .. 
tham số } 


Với giá trị nào của tham số a để sao cho uới mọi giá trị 
của tham số b , luôn luôn tìm được số C sao cho hệ đã cho 
có ít nhất là một nghiệm 

Hướng đẫn 
Để hệ luôn luôn có nghiệm không phụ thuộc vào các giá trị của 


b =1 
th F- ` G $ ^ .. có + “ : “ 
am số a và cần phải có định thức : D Ñ -§ 9h LẦU 


©2b+b-6z0 © (8b — 8b + 8) g0 e> b z-8 Ab # 2 
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Do đó khi : b z-2 ^bz h thì hệ luôn luôn có nghiêm với rnọi 


giá trị của tham số a.. Xét : 
ñl Khi b = - 2, ta nhận được hệ : 
. “ IRtEidtrgt 
—=8x-4y =c+l -8x_-Á4y =c+l 
Muốn hệ có nghiệm thì : 4ac” = e + 1 © 4ac2— c — 1= 0 
° Với a=0 >c=_-1 


e Với a + 0, để tổn tại c thì :A =1+16a>0a> TC 


H Rhi b= 5; ta nhận được hệ : 


lang = ... 
—9x+öy =2c+2 —=9x+6y =2c+2 

Do đó, để hệ có nghiệm thì : 6ac” + 2c + 2 = O 
« Với a = 0 ta có 2c +2 =0 @c=-l 

s Với a z0, để có nghiệm với c, ta phải có : 


A =l-12a>0{œ6a< Kon 
12 
Kết luận : với — n <sa< ¡a thì với mọi b ta luôn luôn tìm 
được số c để hệ phương trình đã cho có ít nhất là một nghiệm 
Bài 45 
_|x+2by = 
Cho hệ phương trình R So Bê 


(œ, b, e là cá 
bx+(1—b)y =c®+c kà 214 


tham số }. 


Xúc định œ, để sao cho với mọi b, ta luôn luôn tìm được 
_ một số c để hệ đã cho có ít nhất là 1 nghiệm ? 
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Đáp số 


. Giải tương tự bài trên . Ta có : = <a sẽ 


Bài 46 
Tìm tất cả các cặp số (x, y) sao cho ba mộnh đề. sau đây 
đêu đúng . 
P= px: -xy+9=0} 
Q= bx? +y? <8I} 
R = Í là số nguyên } 
Hướng dẫn 


Vì P đúng = x0 =y = 2**Ê thế vào Q 
x 


81 
< 


LÃ 
Ta có : 2x? + (+) <8l©6x?+-— <4 
x x 


= 6x? < 4ð =x<< 


Do:xeZ=>x?= lv x?=4 
« Nếu :x?=1 © lxI =1 = lyl =11 

= 2x” + y? = 128 > B81 
Vậy : x° = 1 bị loại 


se Nếu :x?= 4 c lxl =2 = lyl =S 


3 
= y8 + ( <8I1 


XỊ¡ = 2 Xa = -9 
Bởi vì x và y cùng dấu nên có : 17 ¡ 17 
- 


Bài 47 
Tìm tất cả các cặp số (x ; y) thoả mãn cả ba mệnh đề sau 
đây đêu đúng 
P= §°— 8xy + 12 = 0Ì 
Q= k? +4»? <60} 
R= Ív là số nguyên } 


Hướng dẫn 
: x?+12 _ 
Vì P đúng = x0 =y = ———— .. Thế vào Q và làm tương tự 
x 
Xị= 3 X¿ = -8 
như bài trên . Đáp số : T1 j 7 
ŸJị= 3 Miu = 


Bài 48 

Một giải bóng đá có n đội tham dự. các đội thì đấu uòng 
tròn một lượt. Trong mỗi trận , đội thắng được hai điểm . 
Đội hoà được 1 điểm uà đội thua được không điểm. Các 
đội có cùng số điểm sẽ được xếp hạng theo các chỉ số phụ 
nào đó . Kho kết thúc giải, đội uô địch được 8 điểm , đội 
xếp thứ nhì được 6 diểm , đội xếp thứ ba được ã điểm . Các 
đội còn lại có số điểm khác nhau. hãy cho biết số đội đã 
tham dự giải uà số điểm các đội còn lại ( có giải thích rö ) 

Hướng dẫn 

Theo thể thức thi đấu đã cho , số điểm của n đội bóng là nìn — 1). 

Các đội còn lại, trừ ba đội đầu bảng có tổng số điểm trong các 
trận đấu với nhau sẽ là : (n — 8) (n ~ 4) 

Theo giả thiết ta lập được bảng sau đây : 


(n - 8Xn - 4) <n{n - 1) - 19 
ní{n - 1) - (8 + 6 +ð) < Bín — 3) 


Suy ra 4 


tới 


nzö1>6 
6 =B5<n<7 >n=6Õ 


(n-8)? <183< 4? 
Tổng số điểm thi đấu của sáu đội là 6.5 = 30 
= ba đội còn lại có số điểm là 30 - 19 = 11 

Xét các cách phân tích : 11 = 1+ð+ö=2+4+5=3+4+á4 

Nhận thấy chỉ có khả năng : 11 = 2 + 4 +5, tức là số điểm của 
ba đội còn lại là 2, 4, 5, là hợp lý. 

Vậy có tất cả 6 đội tham dự giải 

Số điểm của 6 đội là : 8, 6, 5, 5,4,2 
Bài 49 

Trên một tấm bảng thứ nhất , người ta iết tổng của hai 
số nguyên dương . Trên tấm bảng thứ hai, người ta uiết 
tổng các phương trình của hai số đô. Người ta đưa cho 
học sinh An riêng tấm bảng thứ nhất nà tấm bảng thứ hai 
thì dưa riêng cho Hình . 

Án oà Bình chỉ được trao đổi uới nhau như sơu : 
+ Bình : Tớ không đoán được đó là hai số nào ? 
5 An : Tớ cho cậu biết là tổng của hai số đó lớn hơn 10 
« Bình : À ! nếu uậy thì mình biết được đó là hai số nào rồi 
, sà Bình dã nói đúng bai số đó . 

Hải : Bình đã suy luận như thế nào để tìm được hai số 
đó.Hãy cho biết đó là hai số nào ? 

Hướng dẫn 

Gọi hai số đó là a và b. Ta có bạn An biết được : A = a +b, 
còn bạn Bình thì biết được : B = a2 + b2 

"Theo giá thiết ta suy ra : B = a? + b“ = c2 + d?; với : a + b > 10 
;c+d<10;a,b,c, d là các số nguyên dương . 

Ta có :c < 10— đ =c?+ d2<(10 - dỷ + d2 

= c2 + đ? < 2(d? - 10d + 9) + 82 = 2(d - 1Xd - 9) + 82 = B < 82 

Ta có : (a + b}ˆ < 2(a? + b2) = 2. 82 = 164 < 182 
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=I10<a+b<13 =a+b=Il hoặc a + b = 12 

Giả sử:b<a=512=a+b<a+a=2a=az6 

Mặt khác : a2 + b?< 82 =a?< 8l =a<9 - 

Nên: ö<a<9 =a=6;7;8 

Trường hợp a + b = 11, lập luận tương tự ta cũng có a e {6,7,8} 

Bằng cách lập bảng xét các trường hợp, ta thấy:a =7,b=4 
thoả mãn : a + b = 11 > 10 và a2 + b = 7? + 42 = §2 + 12 ~ 68 
Đáp số : 2 số đó là 7 và 4 
Bài 50 

Một lân Sherlock Holmes dến chơi nhè bác sĩ Watfson họ 
ngôi trong phòng khách , cạnh một cửa sổ nhìn ra 0pườn.. 
Từ ngoài uườn , uang lên tiếng cười đùa của một đám trẻ 
CON ` 
- "Anh được mấy chúu 9 " Sherlock Holiznes hỏi 
- Bác sĩ Wotson : " trong đáứm trẻ con này không phải chì 
có con nhà tôi mà có trẻ của những 4 gia đình, Trẻ nhà 
tôi đông nhất . Trẻ nhà con cậu em túi đông thứ nhì , trẻ 
con nhà cô em gái đông thứ ba, cuất càng là trẻ con nhà 
ông chú ít nhất . Chúng quậy như uộ: dì cả đám không đủ 
để chia thành hai nhóm , mỗi nhóm 9 người. Nếu nhận 4 
số chỉ trẻ con của các nhà thì được kết quả chính là số 
nhà của tôi mà anh đã biết " 
~ Sheriock Hoimes là một thám tử tài bq ; có khả năng suy 
diễn logic rối tốt nền sau uùi phút suy nghĩ ông bèn nói : "Ảnh 
cho thiếu giả thiết nếu không thể biết chính xác được số 
trẻ con của mối gia đình. Xin hãy cho biết thêm , Ông chứ 
anh có một con hay nhiêu hơn ” 
- Bác sĩ Watson trả lời thêm ( Điêu này chúng ta không 
biết ) 

Sau đó thì ngay lập tức , Sherliock Holirmes đó nót chính 
xác số trẻ con của mỗi gia đình. 
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Hỏi : s Số nhà của bác sĩ Watson số nào ? 
e Mỗi gia đình có mấy con. 
_ Hướng dẫn 
Gọi số trẻ con của các gia đình : Bác sĩ Watson , người Em trai, 
người Em gái và của Ông chú theo thứ tự là :a, b, e, d 
Tacó:a+b+c+d<18 vàa>b>cz>zd 
Số nhà của bác sĩ Watson là : N = abcd . 
Ta có : d< 38 vì nếu d>83 —=cz>4,b>ð5,cz>6 
=a+b+c+d >18:.(vô lý ) 


Vậy: d=1vtd=2 
Nếu : d = 9 thì chỉ có 7 khả năng sau đầy xảy ra : 


Trong cả bảy trường hợp này, các tích NÑ nhận được là khác 
nhau, trong khi đó Sherlock Holmes vẫn chựa biết chính xác kết 
quả số trẻ của mỗi gia đình, chứng tỏ phải xét trường hợp : d = 

Rõ ràng chỉ cần xét các trường hợp sao cho tích N = abed > 120 
(Đó là tích bé nhất khi d = 2) 

Do đó khi : d = L, ta chỉ cần xét bốn trường hợp sau : 
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Nấu số nhà bác sĩ Watson khác 120 thì Sherlock Hoimes đã có 
thể nói ngay số trẻ con của mỗi nhà mà không cần thêm điều 
kiện gì . 

Do vậy , số nhà của bác sĩ Wataon phải là 120. 

Khi N = 120 ta có 8 khả năng : 

‹2x3x4xö=120 
e1x3xðšx8=120 
e1x4xð5x6=120 

Khi được biết thêm số trẻ con nhà Ông chú thôi mà Sherlock 
Holmes nói được ngay kết quả thì điểu đó có thể là : d = 2, c = 8, 
bz=4 ;8= 5 
Bài 51 

Sau một thời gian dài xa cách , hai người bạn cũ gặp lại 
nhau . Một trong hai người đó thông báo là anh ta có 3 
người con trai mà tích các tuổi của chúng bằng 36, còn 
tổng các tuổi thì bằng số cửa sổ của . nhà cạnh chỗ họ 
đang gếp nhau . : 

Nghe xong , người thứ hai nói rằng , anh ta không thể 
xúc định được tuổi của chúng . Do đó người thứ nhất nói 
thêm rằng : đứa con trai đâu của œth fq có tóc màu hung 
đỏ. 

Sau đó , người thứ hơi lập tức đọc ngay -MNbg số tuốt của 
đám trẻ con một cách chính xúc, ` : 

Hỏi tuổi của mỗi đứa trẻ ? 

Hướng dẫn 

Gọi:a,b, c là tuổi của ba người con trai 

Giả sử : a >b >c >1. Ta xét các trường hợp : 
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Nếu số cửa số của ngôi nhà khác 18 thì người bạn đã có thể 
nói ngay được sư tuổi ba người con trai . 

Chính anh ta không nói được ngay , nên số cửa sổ của ngôi nhà 
là 18. Lúc đó hai khả năng . 

Nhưng chỉ sau khi nghe bạn nói, anh ta có con trai đầu, anh 
ta nói ngay được số tuổi của ba đứa trẻ , điều đó chứng tỏ rằng 
tuổi của ba người con là : 2, 2, 9 
Bài 52 

Khách uà Chủ nói chuyện uới nhau : 

~ “Ông được mấy cháu ? Các cháu lên mấy tuổi ? " Khách 
hỏi. : 
- " So tới tính thân “dân số học” tôi nhiêu hơn một chúu 
nghĩa là tôi có 3 chúu . Tích các số chỉ chỉ số tuổi các 
cháu bằng 72 uà tổng số tuổi các cháu thì bằng số nhà của 
tôi đấy ” 

Khách ngẫm nghĩ một lúc rồi nói : Bài toán này không 
xác định 
— ” Đúng ! " Chủ nhà trả lời. " Nhưng tôi uẫn hy oọng rằng 
cháu lớn nhất của tôi sẽ được đi dự" trụi hè toàn quốc tổ 
chức cho các cháu học sinh phổ thông giỏi toàn toàn điện 
ào cuối năm đấy ” : 

Hãy cho biết số tuổi của từng con người ? 


"` 
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Bài 58 

Học sinh A rất giỏi Toán . Có lân, thầy giáo đố A đoán 
hai số nguyên dương mà thầy đã viết bỏ trong phong bì 
đán kín , nhưng chỉ cho A biết tổng các bình phương của 
hai số ấy, . 

®A trả lời : " Em chịu , không đoán được ! ", : 

«Ổ Thầy giáo liên cho biết thêm + ” Hai số ấy cô tổng lớn 
hơn 12 " Về, 

e Khi đó A nói : "Em đoán ra rôi uà đưa ra kết quả đúng bó 

Bạn hãy cho biết A đã lập luận thế nào để tìm ra hai số 
đó ? : 
Bài 54 

An ; Bình ; Dung mỗi người nhận một trong các uật sau 
đây : 1 quả bóng ; 1 cói oòng ; 1 con xúc xúc . Sau đó ba 
bạn trao đổi uới nhau như sau : 
1/ An không có bóng hoặc là Bình có ĐÒòng — ~ 
2í Bình không có uòng hoặc là Dung có xúc xắc 
3/ Dung có xúc xắc uà An có bóng 
4J An có bóng oà Bình không có bông có Đòng . 

Hãy xét xem có thể xảy ra các trường hợp sau đây không : 
a) Cả bốn câu đêu đúng, : 
b) Chỉ 3 câu đúng . 
c) Chỉ có 1 câu đúng. 
d) Không có câu nào đúng. 

Hướng dẫn 

Lập bảng xét các khá năng . Ký hiệu : Bóng (B) ; Vòng (V) ; 

Xúc xắc (X) : 


mm... 

: 
Như vậy , chỉ có thể xảy ra các trường hợp b, c, d. 

Bài B55 
Cho định lý : “Nếu đường thằng c bất kỳ của mặt phẳng 

đã cắt đường thẳng œ thì cũng cắt đường thẳng b, thì 2 

đường thẳng œ uà b song song uới nhau ” 

1/ Viết cấu trúc logic của định lý đã cho . 

9/ Sử dụng hình thức phản đảo , chứng mình định lộ đó. 

Hướng dẫn 

1/ Cấu trúc logic của định lý 

Ve,((c ¬a#0)>(c ¬bzØ)) =(a¬b=Ø) 

9/'Ta có mệnh đề trên tương đương với mệnh đê sau đây : 

a¬b=Ø =Vc;(eazØ)>(c¬bz#Ø) 


a¬b=Ø ==1c;c¬azØcnbzØ 


a¬^bzØ =1c,(c ¬a#Ø) E¬bz2) 


an¬b#Ø =3c(cnaz#a ¬bzØ)(c n¬b = Ø) 

Như vậy định lý trên đây tương đương với mệnh đề phản đảo 
là định lý : " Nếu đường thẳng a cầt đường thẳng b thì tôn tại 
đường thẳng c sao cho c cắt a và c không cắt b " 

Thật vậy chỉ việc lấy trên đường thẳng a một điểm c song song 
với đường thẳng b. 
Bài 56 | 

Có tất cả 105 học sinh làm một đê kiểm tra . Đê kiếm trú 
gôm 1 bài toán Đại số, 1 bài toán Hình học uà 1 bài toóán 
Lượng giác. 

Biết rằng : 70 học sinh giải được bài toán Đại số ; ð9 em 
giải được bài toán Hình học tờ 62 em giải được bài toán 
Lượng giác ; 90 em học sinh làm được bùi toán Đại số 
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: \ 
hoặc bời toán Hình học ; 89 học sinh giải được bài toán 
Hình học hoặc Lượng giác ; 91 học sinh giải được bài toán 
Đại số hoặc Lượng giác ; còn 6 em không làm được bài 
toán nào. 

Hỏi có bao nhiêu em học sinh giải được cả ba bài toán 
của đề kiểm tra ? ¿ 
Đáp số 

Có tất cả 20 học sinh 
Bài 57 

Một giáo ouiên chủ nhiệm tính số điểm 10 mà lớp mình 
phụ trách đạt được trong học bỳ Ï nhận thấy có : 40 học 
sinh đạt ít nhất là một điểm 10 ; 27 học sinh đạt học sinh 
đạt ít nhất là hai điểm 10; 19 học sinh đạt ít nhất là ba 
điểm 10 ; 14 học sinh đạt ít nhất là bốn điểm 10 uà bhông 
có học sinh nào đạt năm điểm 10. Hỏi cả lớp có bao nhiêu 
điểm 10 ? 

Đáp số 

Tổng số điểm 10 của cả lớp là 100 
Bài 58 

Đầu năm học , khi điều tru nguyện uọng của 40 học sinh , 
cô giáo chủ nhiệm nhận thấy có : 24 em có nguyện oọng 
được bôi dưỡng thêm uê Toán ; 19 em xin được bồi dưỡng 
thêm uê Văn uà 16 em uê Ngoại ngữ ; có 12 em xin bồi 
dưỡng cả hai môn Văn 0à Toán ; có 7 em xin bồi dưỡng cả 
Toán uà Ngoại nhữ ; có ð em xin bôi dưỡng hai môn Văn 
uà Ngoại ngữ ; có 2 em xin được bôi dưỡng cả bq môn . 
Hải: ~ 
1/ Có bao nhiêu em chỉ xin bôi dưỡng uăn mà không bôi 
dưỡng toán ? : 
3/ Có bao nhiêu em chỉ xin bồi dưỡng một môn ? 
3/ Có bao nhiêu em không xin bôi dưỡng thêm môn nào cô † 
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Đáp số 

1/ 8ố em xin bởi dưỡng Văn mà không bồi dưỡng tin (có thể 
vẫn bồi dương thêm Ngoại ngữ ) là : 19 - (10 + 2) = 
2/ Có 4 em chỉ xin bồi dưỡng môn Văn ; 7 em chỉ xin bồi dưỡng 
. môn Ngoại ngữ . 
3/ Có 8 em không xin bồi dưỡng thêm môn nào ? 
Bài 59 

Một lớp có 4õ học sinh . Trong đó có : 20 em thích đó 
bóng ; 16 em thích chơi bóng bàn ; 12 em thích chơi cầu 
lông. Trong đó có 8 em uữừa thích bóng bùn , uừa thích 
chơt đá bóng . Có 6 em oừa thích chơi đáéá bóng uừa thích 
chới câu lông . Có 7 em ouừa thích chơi câu lông uừa thích 
chơi bóng bàn . Đặt biệt có 3 em thích chơi cả bq môn . Hỏi 
có bao nhiêu em học sinh của lớp : : 
1/ Chỉ thích chơi đá bóng ? 
2/ Chỉ thích chơi bóng bàn ? 
3/ Chỉ thích chơi câu lông ? 
4/ Không tham gia chơi một môn thể thao nào ? 

Hướng dẫn 

Sử dụng biểu đồ Venn -~ Puler 
Bài 60 

Một lớp học sinh có õ0 em . Trong số đó có 24 em tham 
gia uùo câu lạc bộ người yêu thơ , có 39 em tham gia sinh 
hoạt câu lạc bộ những người phát mình Lào , có 8 em 
không tham gia sinh hoạt. 

Hỏi có bao nhiêu em tham gia cả hơi loại hình sinh hoạt 
trên đây ? 
` Hướng dẫn 
Số học sinh tham gia sinh hoạt là 50 - 8 = 42 
Số học sinh chỉ tham gai câu lạc bộ người yêu thơ 42 - 32 = 10 
Số học sinh tham gia cả 2 loại hình sinh hoạt là 24 ~ 10 = 14 
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Bài 61. 

Cho bất phương trình : kx + Ì > 0. Với giá trị nào của 
tham số k, các mệnh đê sau đây đúng : 
P= gới mọi Ì,bất phương trình có (t nhất là một nghiệm ) 
Q= WTán tại ì để cho bất phương trình đúng với mọi xì 
R= {Với mọi L, bất phương trình đúng uới mọi x 

 |Tồn tại I để cho bất phương trình có ít 

' lm là một nghiệm 

Hướng dẫn 

P đúng với mọi k khác 0 

Q đúng chỉ khi k = 0 

R sai với mọi k 

5 đúng với mọi k 

Dễ dàng thấy : P=Q;Sx R 
Bài 62 

Hãy phát biểu định nghĩa : " Số a không là giới hạn của 
đã số (x„) " 

Hướng dẫn 

— Trước hết phát biểu dưới dạng ngôn ngữ kí hiệu : lim x„ = a 
~ Do đó : lim xaza 3c >0,VN,3n>N 

Ta có : Ílxa-al>e€ 
Bài 68 

Cho định nghĩa : " Dãy số (x„) được gọi là đãy số bị chặn 
nếu tôn tại số dương c sao cho lxal < e; Vn " 

Hãy phát biểu định nghĩa dãy số không bị chặn 
Bài 64 

Phát biểu định nghĩa hàm số y = f(x) không liên tục tại xa 
thuộc (œ ; b) 
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đ/z⁄; 3. HỆ TOÁN MỆNH ĐỀ 
PHƯƠNG PHÁP XÂY DỰNG 


1.1.1. Quy định các từ (các ký hiệu ) nguyên thủy 

1.1.9. Quy định các tiên đề : 

Đó là các mệnh đề xuất phát về các từ nguyên thủy.Các từ 
nguyên thủy thì không định nghĩa các tiên đề được coi là các 
định lý xuất phát để tiến hành suy diễn 

1.1.8. Phép chứng mỉnh : Mệnh để T được gọi là định lý 
hay là mệnh để chứng minh được , nếu tổn tại một dãy hữu 
hạn các mệnh đề §,, 5z,..., 5y trong đó : 

. ®T=ấÑy : 

e Mãi §, với 1 < ¡ < k hoặc là một tiên đề , hoặc là mệnh đề 
được suy ra từ một hoặc một số mệnh đề 8; với j < ¡ bằng suy 
luận hợp logic . 

Dãy các mệnh để 8¡, 8z,... 5„ = T được gọi là một phép 
chứng minh định lý T 

Quy ước : Mỗi tiên đề là một định lý của một phép chứng 
minh chỉ gồm một bước . 

Kỹ hiệu : |— T 

Mở rộng khói niệm oễ mệnh đề chứng mình được : 

Cho M = ÍA;, A¿,..... À„} là một tập hợp hữu hạn các mệnh 
đề của lý thuyết tiên đề hóa phi hình thức 

Ta gọi T là một mệnh để chứng mình được từ M 

Ký hiệu :M I—— ; hoặc là : À¡, Àz.. Am |—T 

Trong đó À, , Aa... A„ được gọi là tiền để (giả thiết ) 

Nếu như có một dãy hữu hạn các mệnh để 8; , 8;... 8 trong 
đó : 
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.°i=B + đu An 
« Mỗi 8, với l < ¡ < k hoặc là tiên để, hoặc là giả thiết , 


hoặc là một mệnh để có được từ một hoặc một số mộnh đề 6; 
@ < Ð bằng suy luận bợp logic 
Mệnh đề T được gọi là định lý , còn đấy các mệnh đề Š¡, 
S2,..Su được gọi là một phép chứng minh định lý T 
Nếu M = Ø thì ta có — T 
VÍ DỤ VỀ LÝ THUYẾT TIÊN ĐỀ HOÁ PHI HÌNH 
THỨC XÉT LÝ THUYẾT NHÓM 
1 .3.1. Quy định từ nguyên thuỷ : 
Tập hợp G # Ø . Một phép toán hai ngôi gọi là cn nhân , 
ký hiệu là: . 
Một phần tử e e G gọi là phần tử đơn vị 
1.2.2. Quy định các tiên đề : Gồm bốn tiên đề 
1.2.2n. Với mọia,b e G ta có tích a.b e G và là phần tử 
' xác định duy nhất. 
1.2.2b. Với mọi a,b,c e G ta có : a(b.c) = (a.b).c 
1.2.2e. Với mọi a e G ta có : a.e=øe.a=a 
1.2.2d. Với mọi a e Œ, đều tổn tại phần tử a” e G sao cho : 
a.a = a.a =e 
1.2.3. Phép chứng minh định lý TT: “ vệ ca nhóm G, 
có duy nhất một phân tử đơn uị “ như sau : 
(5¡ : Giá sử trong nhóm G có 2 phần tử đơn VỊ ®¡, ©s) 
S;: Với mọi a e G ta có e¡.a = n 
5s: Với mọi a e G ta cóa. ea=a 
8, : Vì ea e G ta có @¡ e; = 6; 
8; : Vì ei € G ta có ei. e¿ = @) 
- 9s: Với mọi a,b e G ta có tích a. b được xác -định duy nhất , 
tức là tích e:. e¿ xác định duy nhất 
Ñ„: ) =©¿. 
S; : Nếu trong G có hai phần tử đơn vị eị và e; thì e; = e; 
Ta có : dãy hữu hạn các mệnh để 5 ; 9z:,„„ 2s là một phép 
. chứng minh định lý T-. : : 


89 


Trong dãy các mệnh để §;, S¿, S; ,..B; thì : 8; là giá thiết 
° 5a, S, Öa là các tiên đề 

Mạnh đề 8¿ được suy ra từ 52 

Mệnh đề 8; được suy ra từ 8; . 

Mệnh đề 8; được suy ra từ S„, 5;, 5s. 

Mệnh đề 8; được suy ra từ 5¡, 5; . 
NHẬN XÉT 

— Trong lý thuyết tiên để hoá phi hình thức , có nhiều nội dung 

gắn liền với ngôn ngữ tự nhiên , với suy luận hợp logic mà 
mọi người mặc nhiên thừa nhận . (Chẳng hạn câu : có được 
nhờ suy luận hợp logic, suy ra được... ) 


§Đ CÁC LÝ THUYÊT TIÊN ĐỀ HÓA. 


HÌNH THỨC 


Một hệ hình thức được đặc trưng bởi . 
MỘT NGÔN NGỮ CỦA HỆ HÌNH THỨC CÖMA 

« Một bảng các chữ cái 

e Các quy tắc để từ các chữ cái xây Nó nên các công thức 
của hệ (chẳng hạn như quy tắc về ghép các chữ cái để có được 
các từ trong bảng tiếng Việt , tiếng Anh ,... ) 
(23) MỘT HỆ TIÊN ĐỀ 

Đó là các công thức suy diễn được ban đầu, hây là ch 
định lý xuất phát.. 

3) cÁc quy TẮc suy ĐIỄN 
Để từ các công thức suy diễn được ban đầu , chúng ta nhận 
được các công thức khác của hệ hình thức 
CHÍNH XÁC HOÁ CÁC KHÁI NIỆM 

2.4.1. Phép suy diễn : 
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Cho M = {A,,A„,...A„ là một tập hợp hữu hạn các công 
thức của hệ hình thức . 

Ta nói rằng : Công thức B là công thức suy diễn được từ M, 
ký hiệu là M l— B ; hay là Ai, A;,.. A„ l[— B 
(Các Á:, Ás,.., Am được gọi là giả thiết hay tiên để khi có 
một dãy hữu hạn các công thức S;,, 8; -+ 9z. Trong đó : 

° ch =B 

s Mỗi công thức §; với 1 <¡ < k hoặc là tiên đã , hoặc là giả 
thiết, hoặc là công thức có được từ một hoặc là một số 5; <j}) 
nhờ một trong các quy tắc suy diễn đã quy định . 

Dãy các công thức §¡, S;,.., Š, được gọi là một phép suy 
diễn của công thức.B = S„ 

2.4.2. Phép chứng minh : 

Trong trường hợp M là tập hợp rỗng thì công thức B được 
gọi là công thức chứng minh được, hay còn gọi là định lý. Ký 
hiệu :|— B. l 

Dãy hữu hạn các công thức S, › 9z, «.. 9u được gọi là một 
phép chứng minh của định lý B = 5, , trong đó mỗi công thức 
Š¡ với 1 < i*< k hoặc là tiền đề ; hoặc là công thức có được từ 
một hoặc một số công thức §; (j < ¡) nhờ một trong các quy tắc 
suy diễn đã quy định . 

Mọi tiên để là định lý mà phép chứng minh ứng với k = 1 


3Š HỆ TOÁN MỆNH ĐỀ. 


LŒ)) NGÔN NGỮ CỦA HỆ TOÁN MỆNH ĐỀ BAO GÓ/A 

s Biến mệnh đề : A;B;C;D... -: 

s Ký hiệu logic: A ; v; ];-› 

e Dấu ngoặc : ( ) 

Công thức của hệ toán mệnh đề được xác định như sau : 

se Mỗi biến mệnh đề là một công thức 

e Nếu A và B là các công thức thì ta cũng có các công thức 
sau :(A ^ B);(A vB); ÌA;(A —>B) 
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Ngoài ra không eó công thức nào khác 
Chẳng hạn ta có công thức sau đây : 
((Œ A D) —> (A vB)) là một Xưởng thức của hệ ki mệnh để 
Xă: 
- Do Œ, D là công thức nên (C_^ D) là công thức . 
~Do A, B là công thức nên (A v B) là công thức. 
- Do (C A D) và (A v B) là công thức nên : 
(Œ AD) —> (A vB)) là công thức . 

Các ký hiệu như(AvB; A A;B —> CC) đêu không phải là 
các công thức của hệ toán mệnh để . 

Chúng ta có 3 quy ước sau đây : 

1. Quy ước về bỏ dấu ngoặc ở hai đầu của một công thức 
Chắng hạn ta viết A v B thay cho (A v B) .Ta viết Á ^ 
B thay cho (A ^ B}) 
9. Quy ước về thứ tự thực hiện các dấu :^ , v 
» Dấu A được thực hiện trước các dấu v, —* 
e Dấu v được thực hiện trước dấu —* 
3. Quy ước vẻ thay ký hiệu : Ì A bằng A: A; thay |(A AB) 
bằng, A ^B ; thay Ì(A v B) bằng Avb, 

Chẳng hạn „ta có thể viết như sau : 

(Av(ŒB —>(CAD))= Av®, —> CA D) 
HỆ TIÊN ĐỀ 

Là các định lý xuất phát , tức là các công thức suy diễn được 
ban đầu của hệ toán mệnh đề . 

Có nhiễu cách chọn hệ tiên đề cho hệ toán mệnh đề . Hệ tiên 
đề được trình bày trong tài liệu này là hệ tiên để theo 
Nôvikốp (Nhà toán học Nga ) 

Gồm 11 tiên đề : 

1.A —> (B— À) 

9.(A —>(B —>©)) —> ((A ->B)¬(A —C) 
3 AAB->A. 

4.AvB >B 

5.(A —>B) —®>((A —> œ —> (A —> B AC)) 
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6.A ——> AvB. 

7.B —> AvB 

8.(A —> C) —> ((B —> C) —> (AvB —> ©)) 
9.(A —> B) —> (B—A) 

10.A —> Á 


11.ÀA —>A 
3.3) QUY TÁC SUY DIỄN 

3.3.1. Quy tắc thay thế : 

Nấu công thức M chứa chữ cái A là công thức suy diễn được 
thì công thức có được bằng cách thay A khắp nơi trong M 
bằng chữ cái B cũng là công thức suy diễn được . Quy tắc thay 

số Số is B 
thế được ký hiệu là: ⁄Z, (M) 

Chẳng hạn : 

_Vì A —> (B —>A) là công thức suy diễn được (tiên để 1) 
nên công thức : 

#⁄ˆ (A —¬ (B — A))= € -› (B ¬ C) cũng là công thức suy diễn 
được . 

Hoặc công thức 
.Ø72(B->AvB)=A Av A là công thức suy diễn được 


Công thức : Z7 "”(A ¬> (B ¬ A))=A->(CvlD-› A)là công 


thức suy diễn được 

3.3.2. Quy tắc kết luận (modusponens) : 

Nếu các công thức M và M —> N là các công thức suy diễn 
được thì công thức N cũng là công thức suy TIẾN được . ký 
hiệu quy tắc kết luận là M.P 
Ga MỘT SỐ ĐỊNH LÝ 

Dưới đây , bằng hai quy tắc suy diễn , từ hệ tiên đề đã cho 
chúng ta chứng mỉnh một số các công thức suy điễn thông 
dụng trong hệ toán mệnh đề . 
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« Định lý L: 
Chứng minh rằng :Ì— (Á —> B) —> (AÁ —> A) 
: Giải 

Ta có : - 
(S)l— (A —>(B —>C)) —>((A —B) —(A —C)) (T.Đ2) - 
(82)!— (A—>(B—> A))—> ((A—>B) —>(A => A)) (8 ;_ Z2) 
(Sz)l— A —>(B —>A) (T.ĐI1) 
(84)l— (A —>B) —>(A —>A) (8;;§;; Mp) 
Dãy 8t, S;, 5:, 5¿ là phép chứng mình định lý 
(52)l— (A —> B) —> (A —>A). 


« Định lý 2: 
Chứng minh rằng :Ì— AAB—> B^A 
Giải 
Ta có : 


(5¡)!— (A—>B) —>((A—>C)—>(A->B AC) (T.ĐB5) 
(82)I— (A^B—>B)—>((AAB—>C)—>(AA^B—>Ba©)) - 


;(8; /2^°) 
(52)!— (AAB-—>B) ——>(A AB —>A)—>(A AEB-> BAA) 
; tạ; .đˆ) 
(S)l—A AB —>B (T.Đ4) 
(8;)l— (A AB —>A) —> (AA AB BAA) (5,5,MP) 
(S)l|— A^B —>A (T.Đ8) 
(;)l— A AB BAA (5;,5s, M.P) 


Dãy 8¡, S; S¿, S4, S;, S;, 8; là một phép chứng mình 
định lý:— A AB—>A AB->BAA 


e Định lý 3 : Chứng minh rằng :Ì— B —>D .Trong đó D 
là một công thức suy diễn được 
Giả — 
(¡) — A —>(B —>A) (T.Đ1) 
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(Sl—-ĐÐ->B->D) - (%; ZP(m)) 
'(§) — D _ (giả thiếp - 
(S) — B—>D (S;; 8; ; M.P) 
_ Dãy S, 5a, 5z, 8¿ là phép chứng minh định lý : 
(¿): —  —>D 

« Định lý 4 : Chứng mình rằng :l— A —>A 

Giải 

(S) l— (A —>B) —>(A —>A) — (Định lý1) 
(2) — (A —>D) >(A >A) (8S, Ø2); 


B 
(6}— +0 (định lý 3, Z^) 
(52) — A —>A (58¿;, 5;, M.p) 


Dãy 8., S2, S¿, S4 là phép chứng minh định lý 4 
PHÉP SUY DIỄN 

Trong hệ toán mệnh để , khái niệm về phép suy diễn có thể 
được biết cụ thể như sau : 

Công thức B được gọi là suy diễn được từ cíc tiên để A, ; Áp; 
- Âm ký hiệu : Ai, A¿,..., Aml— B có sghĩa một trong ba 
khả năng sau xảy ra 

S«SD\: AI, A¿,..., A„ I— Avy;1<k<m l 

°®SD¿,: AI, A2,...,AaI—D ; với D là nột công thức Suy 
diễn được của hệ toán mệnh đề . 

° SD, : Nếu Ai, A¿,... Am | —À và Áu Á¿,.. „ ÁAa — A 
—>B 
Thì A, A;,..., Am — B 

Các công thức A¡, Áz,... A„ được gọi là các tiên để hay giá 

thiết của phép suy diễn : 

L1 Chú § :s Ký hiệu SD viết tắt của từ suy diễn 
+ Trong cách uiết Âu Áa.. „ A„ — B thì thứ tự 
của các tiền đề là không quan trọng 


9ð 


se Nếu M I— B thì M, A \— B với A là một công 
thức bất kỳ của hệ toán mệnh đê 
346) ÁP DỤNG 


⁄ Áp dụng I : Chứng mình rằng : A l— B +À 


Giải 
“Ta có : 
(8) Al— A (5D1) 
(8%) Al— A->(B->Aj (8D2) 
(8) A — B->A (5: ; S;; S.D8) 
⁄ Áp dụng 2 : Chứng mỉnh rằng : A, B — A^B 
Giải 
Ta có : 


(85,)l!— (A—>B)> ((A> C)>(A—>B AC) (T.Đã) 
(8;)l— (A-> A)—>((A +>B)>(A>AAB) (8%; ý ) 


(8a)l— A->A tĐL4) 
(S2)l— (A—>B)>(A—> A ^ B) (8;, 85¿, M.p) 
(8;) A, BI— (A ->B)>(A —> A ^ B) (8,, 5Da) 
(8) A, BL—B (SBD\) 

(8; A, BÌ—B>(A —>B) (5D2) 
(8)A, BÌ— A>B (8D3) 

(S2) A,BI—A=> AAB (8s, 5a, SD3) 
(Si) A, BÌ— À (8D¿) 
(SuìA,B—A^AB - (98Dạ, 8a, :o) 


Vậy:A,BIL—AA^B 
⁄ Áp dụng 3 : Chứng mình rằng 
1⁄/AABl— A 2/AABI— B 


. Giải 
Ta có : 
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(S2AABI— AAB->A (SDa) 

(S)AABÍL—A^AB (5;¡, 8:, S5D3) 
Tương tự ta có : Á A Bl— B 
ĐỊNH LÝ š5UY DIỄN 

Cho A, B là hai công thức bất kỳ của hệ toán mệnh đề , còn 
M= (Ai, A¿,.... Am} là một tập hợp các công thức của hệ toán 
mệnh đề . 

Chứng minh rằng : nếu M, Á l—- BthìM I—A-xB 


(xem ở Phần Bài tập - Bài 66) 


G8) một SỐ ÁP DỤNG ĐỊNH LÝ SUY DIỄN 


⁄ Ấp dụng 1 : Chứng minh rằng :|— A->(B-› A A B) 


Giải 
Ta có : 
(S)A,BI— AA„B (Áp dụng 2 ở phần trên) 
(52) A I—B > AAB (5:,ĐÐĐL8SD). 
(8)  |L—A->(B+AABPB) (S;,ÐLSD). 
⁄ Áp dụng 9 : 
Chứng minh rằng : — (A -> B) — ((ŒB—› Ơ) ->(A —>€)) 
Giải 
Ta có : 
(S)A->B,BC,AI—A (SDI) 
(52) A->B,B+>C,AI—A ¬B (SD1) 
(52) A->B,B>C,AI—~B (§:, 5a, S5D3) 
(S2A>B,BbC,AI—-EB>C (SD1) 
(S)A->B,B+C,AI—C (5a, 5,, SD8) 
(5ø) A->B, Bo Cl— AC (S%;, ĐLSD) 
(5;) A—>Bl— (B—>C)—>(A¬ C) (5a, ĐLSD) 
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(8a) — (A—> B)—> ((B -> C)ỳ—>(A—>C)) - (8;, ĐLS5D) 


⁄/Ắp dụng 3 : Cho B là một công thức bất kỳ, , còn Á là 
công thức suy diễn được . 
Nếu Al— B— A thì B ~› A là công thức suy diễn được 


Giải 
Ta có : 
(Sy AI—aBA 
(82) l|—A->+(B->AÁ) (S¡., ĐLSD) 
(Sz) l|— A Š (Giả thiết ) 
(5) E-B->A _. (5¿, 5a, MP) 


BÀI 'TẬP LOGIC đ⁄⁄ 3` : 


Bài 65 
Chứng mình rằng các công thức sau đây là suy diễn 
được : 
1/ (A >(B—C)) — (B -—› (A ->C)) 
2/ (A >(B—C)) > (A A B—>C) 
3/ (ÁA A BC) > (A—>(B->C)) 
Hướng dẫn 


1/ Công thức suy diễn được trong bài này được gọi là quy tắc 
boán vị tiền đẻ 


Ta xuất phát từ (5¡) : A—>(PB->C) ; AI —A->(B-+C) ; sử 
dụng quy tắc kết luận và định lý suy diễn . 
2/ Công thức suy diễn trong bài này được gọi là quy tắc kết 
hợp tiền đề 

Ta xuất phát từ (S.): A A BI — AA^B->A 

Dùng quy tắc kết luận và định lý suy diễn 
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ở/ Công thức suy diễn được trong bài này gọi là quy tắc 
tách tiên đề. Xuất phói từ : 
(SA, H—AaAB 
(SA AB->C,A,BI—AARB 
(S) AAAB->C,A,BI—- AAB->C 
(S)AAB-›C,A,BI—C 
(SA ^B-—>C, AI— B>C 
(Sa) A A B—>Cl— A —>(B->C) 
(Š;) — (A A B—>€) — (A — (B—>C)) 
Bài 66 
Chứng mìinh định lý suy diễn : 
Nếu M, A Ì— B thì Ml— A -> B 
Hướng dẫn 
Bởi uì Mu, A |— B nên tôn tại phép suy diễn : S,, S;,.. 
5 9. trong đó S,=B. : 
Sau đó ta chứng mình : M— A —> S„ bằng phương pháp 
quy nạp toán học theo n 
Bài 67 
Chứng mình rằng: (Quy tắc bắc cầu ) 
A>B,B-›CI_—A—>C 
Bài 68 : 


Người ta có thể xây dựng hệ toán mệnh đê uới cơ sở 
xuất phát sau đây : 
1/ Ký hiệu logic gồm v uù - còn cức kỹ hiệu ^ uà —> được 
định nghĩa :A AB = Av B ; A->B= AvR | 
2/ Hệ tiên đề gôm bốn tiên đề : 
1.Á vA-A 8AvB->B vÀ 
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3.A->Avl 4. (A->B) —>(C vA—>C vi) 
3/ Quy tắc suy diễn gôm quy tắc thế uù quy tắc kết 
luận . Hãy chứng mình rằng các công thức sau đây 
là suy diễn được — 
g) Á —YA b) Â vÀ 
Hướng dẫn 
a) 
`(§ — Á vÀ —>A 
(Su I— (A vA->A)—>(A v(A vA)—¬> A vÀA) 
(S2 — A v(A vA)— A vÀA 
(S¿)— (Á >A vÀ)—› (A—>Á) 
(Sz)Ì— Á>A vÀ 


(Sa)— A—>A 
b) 
(S„— A—>A 
(Sz)l— A vÀ 
(SzÌ— A vA->A vÀ 
(Sjl— AvA 
Bài 69 


Người ta có thể xây dựng hệ toán mệnh đề uới cơ sở 
xuất phát như sau 
1! Kệ hiệu logic bao gồm : - uà->. Các kỹ hiệu logic v 
oà A được định nghĩa :A vB=A >B;A AB= A > B 
3/ Hệ tiên đê chỉ gôm 3 tiên đề : 
®ŒA(B—>A) 
e (A—>(B-+>C)) — ((A — B) —> (A — C)) 
s«t(A= B)—>((A +B) >A) 
Hãy chứng mình công thức A —> A là suy diễn được 
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Hướng dẫn 
Trong Tiên đê 2 thế B bằng A ->A, thế C bằng A. 
Trong Tiên đê 1 thế B bằng A—>+A, thế B bằng A. 
Dùng quy tắc kết luận để suy ra điều cân chứng mình 
Bài 70 
Cho hệ tiên đề gồm 10 tiên đề : 
A>(B->A) 
(A -> B)((A —> (BH — ©)) -> (A — C) 
AABA 
AaAB-›Ð 
A>(B-›>A A B) 
AbAvB 
B>AvlB 
(A ->C€)~» (H¬>C) —~> (A vB->C)) 
(AB) >((A— B)— A) 


© BỌN Đ Pro 6 MB m 


10 A->A 
Hãy chứng mình rằng : 
1/ I—(A->B)->(A->A) 
24 L(A > B)¬>((A >B) >A) 
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ng +. LOGIC và VẤN ĐỀ 
DẠY HỌC TOÁN HỌC 


MẤN ĐỀ DậVW HỌC CC KHÁI NIỆM: 


TOÁN Học 


§1 VAI TRÒ CỦI CÁC KHÁI NIỆM TOÁN HỌC 


ẤCL1)) KHÁI NIỆA VỪA LÀ NÚT CỦA QUÁ TRÌNH NHẬN 
THỨC, VỪA LÀ SỰ TỐNG KẾT NHẬN THỨC, LÀ VẬT 
LIỆU CƠ BẢN ĐỂ XÂY DỰNG AỘT NGÀNH KHOA 
HỌC. ° 
1.1.1. Hình thành khái niệm là một quá trình tâm lý 
phức tạp : người ta thường chia quá trình này thành hai giai 
đoạn ( hai trình độ ) : 
H Giai đoạn cảm tính : bao gồm việc tạo ra cảm giác, trì 
giác và biếu tượng . 


ì Giai đoạn logic : bao gồm ở việc chuyển từ biểu tượng 
tới khái niệm. 

Nhờ cảm giác, tri giác và biểu tượng, những thông tin ban 
đầu về sự vật và hiện tượng được cung cấp và giữ lại trong óc 
người. 

Trên cơ sở đó, trong giai đoạn logic, con người tiến hành 
các hoạt động tư đưy như so sánh và đối chiếu, phân tích và 
tổng hợp, trừu tượng hóa và khái quát hóa để chuyển từ biểu 
tượng sang khái niệm. 
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Trong quá trình hình thành khái niệm, trình độ cảm tính 
tương ứng với giai đoạn thứ nhất của nhận thức nói chung, tức 
‹là " trực quan sinh động". Ở trình độ này đòi hỏi phải sử 
dụng rộng rãi trực quan . 

Nếu chưa bao giờ chỉ cho học sinh xem một mô hình của 
khối lập phương , các vật thể có hình khối lập phương thì học 
sinh sẽ không có biểu tượng về khối lập phương và do đó ở 
học sinh cũng sẽ không có khái niệm về khối lập phương . 

1.1.2. Bất kỳ một quá trình hình thành khái niệm nào 
cũng là kết quả cúa sự trừu tượng hóa và khái quát 
hóa : 

Nhờ phân tích, con người tách ra các thuộc tính của 
các đối tượng , còn nhờ tổng hợp con người hợp nhất lại 
các thuộc tính bản chất, tách chúng ra khỏi các thuộc 
tính còn lại, không bản chút, đưa các thuộc tính bản 
chất này uào một thể thống nhất, đó là khát niệm . 

Có thể nói khái niệm là sự tái tạo lại các đối tượng ở trong 
óc . Ngoài trừu tượng hóa, ở đây còn có cả một quá trình khái 
quát hóa, khi đó ở trong tập hợp các đối tượng đang xem xét, 
con người tìm thấy các thuộc tính chung có mặt trong tất cả 
các phần tử của tập hợp đã cho. 

Trong toán học, khái niệm thường được ký hiệu không chỉ 
bằng thuật ngữ (một từ hoặc một nhóm từ), Duến một lợn gọi 
mà còn cả bằng ký hiệu. 

Chẳng hạn : trong tập hợp các đa giác „ dưng 4 ta nhớm lại 
_những hình có các thuộc tính chung, bản chất như : hình tứ 
giác, các cắp cạnh đối diện song song, hai cạnh kê bằng nhau, . 
đặt cho các đối tượng này một tên-, thì ở đây chúng ta đã 
hình thành một khái niệm mới Eình thoi - 

1.1.8. Khi trình bày bất kỳ một khoa hợc nào, việc 
trước tiên là cần phải xác định rõ ràng và chính xác tất 
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cả các khái niệm cơ bản , khái niệm dẫn xuất của khoa 
học đó . : 

Chẳng hạn khi xây dựng hình học Euclide, việc đầu tiễn 
thường làm là phải chọn các khái niệm cơ bản sau đây : 

ố Đối tượng cơ bản gôm : điểm, đường thẳng, mặt 
phẳng. 
e Quan hệ cơ bản gôm : quan hệ liên thuộc, quan hệ thứ 
tự, quan hệ toàn đẳng . 
BẤT KỲ AỘT KHÁI NIỆMA MỚI NÀO RA ĐỜI, 
CŨNG ĐỀU THÚC ĐẨY NGÀNH KHOA HỌC ĐÓ 
PHÁT TRIỂN. 

Trong toán học, các khái niệm là cơ sở để suy diễn bởi lẽ 
toán học được trình bày là một khoa học suy diễn có hệ thống 
, mà phần lớn các khái niệm toán học thì lại được trình diễn 
thông qua hệ thống các định nghĩa. 

HÌNH THÀNH CÁC KHÁI NIỆMA LÀ AAÔT TRONG 
NHỮNG VẤN ĐỀ TRUNG TÂM CỦA LÝ LUẬN DẠY 
HỌC MÔN TOÁN. 

Muốn nâng cao chất lượng của việc dạy học môn Toán thì 
không thể không nâng cao chất lượng của việc hình thành cho 
học ainh những khái niệm toán học cơ bản nhất , quan trọng 
nhất vì : : 

TI Chất lượng của oiệc nắm oững kiến thức cơ bản phủ 
thuộc uào uiệc nắm uững các khái niệm , nhất là chúng t.: 
điều biết rằng các khái niệm toán học được trình bày trong 
chương trình môn Toán ở trường Phổ thông phần lớn là 
những khái niệm cơ bản nhất , quan trọng nhất . 

Quá trình hình thành các khói niệm Toán học là 
một quá trình trừu tượng hóa 0ù có tính sáng tạo . Do 
đó nó góp phân quan trọng uào diệc rèn (ư duy logic, 
trí thông mình , khả năng sáng tạo cho học sinh , việc 
dạy học các khái niệm phải nhằm phục vụ cho nhiệm vụ quan 
trong đó. 
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Chúng ta không nên quên rằng : quó irình bình thành các 
khói niệm sẽ chỉ có hiệu quả nếu nhữ quá trình này phải định 
hướng cho học sinh tới uiệc khái quát hóa uà trừu tượng hóa 
những thuộc tính bân chất của khái niệm đang hình thành . 

Chẳng hạn : Xét quá trình bình thành khái niệm hình 
tĐuông , người ta chỉ cho học sinh Lớp 1 nhiều đối tượng khác 
nhau về hình dạng , kích thước , màu sắc, vật liệu... Thêm 
vào 'đó , trong các đối tượng này , có một số có hình dạng 
vuông , các đối tượng còn lại có các hình dạng khác (như : 
hình tròn , tam giác, chữ nhật, hình thoi... ). Sau đó chúng 
ta lấy ra một hình vuông và thông báo cho các em biết rằng : 
hình đã cho có tên gọi là Hình ouông . Tiếp theo, chúng ta 
yêu cầu các em lấy tiếp ra các hình vuông khác còn lẫn trong 
các đối tượng . ( các hình vuông có các màu sắc khác nhau, 
chất liệu làm ra chúng khác nhau, kích thước khác nhau... ). 

Ở đây chúng ta đã hướng dẫn các em tách ra từ các đối 
tượng đã cho, một lớp con mà ta gọi là Hình ouuông chỉ căn 
cứ vào hình dạng bên ngoài . ( các em còn chưa biết được tính 
chất của hình vuông, học sinh chỉ nhận thức về bình vuông 
căn cứ theo hình đạng ). 

Bước tiếp theo của gưá trình hình thành khái niệm 
Hình ouông là phân tích hình dạng này với mục đích giải 
thích rõ các tính chất của nó . Chúng ta yêu cầu học sinh 
bằng quan sát hãy tìm xem có cái gì chung cho các hình 
vuông vừa được chọn . Các hình này được phân biệt với các 
hình còn lại như tam giác, hình tròn... ở chỗ nào ? Các em có 
thể có nhận xét : mỗi hình vuông có bốn đỉnh , bốn cạnh . 
Khi đó có thể chỉ cho học sinh thấy ở một số hình như hình 
chữ nhật , hình thoi, .. cũng có bốn đỉnh , bốn cạnh mà các 
hình này không được xép vào loại hình vuông . 

Vấn đề là ở chỗ : bốn cạnh của hình vường thì bằng nhau (phân 
biệt với hình chư nhật ) , bốn góc của hình vưông thì vưỡng (phân 
biệt với hình thoi). ` 
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Bước còn lại là tạo ra khái niệm hình vuông , 
biểu tượng tới khái niệm bằng con đường trừu làng hóa , tức 
là tách ra các thuậc tính chung ; bản chất khỏi các thuộc tính 
không bán chất khác. 

Cố nhiên, trong giai đoạn đâu của việc dạy học , chúng ta 
chưa thể nói về trừu tượng hóa hoàn toàn những thuộc tính 
này, bởi lẽ đối với học sinh ở Lớp 1, chúng ta chưa thể tạo ra 
một khái niệm hình vuông dưới dạng thuần khiết , chưa thể 
đưa cho các em một định nghĩa hình thức khát niệm hình 
vuông . Còn học sinh thì cũng chưa thể thấy được hình vuông 
bên trong hình chữ nhật hoặc bên trong hình thoi . 

Ví dụ trên đây cho thấy, quá trình hình thành khái niệm 
là một quá trình tâm lý phức tạp, lâu dài . Quá trình này tạo 
điều kiện phát triển năng lực khái quát hóa và trừu tượng hóa 
cho học sinh . 

: Tuy nhiên chúng ta cũng cân lưu ý là : gướ trình hình thành 
các khái niệm Toán học bhông phải bao giờ cũng diễn ra theo 
sơ đồ trên đây, mọi uiệc đêu bắt đầu bằng cảm giác. 

Đối với việc hình thành các khái niệm Toán học có liên 
quan tới phạm trù vô hạn (như khái niệm : đường thẳng, mặt 
phẳng, giới hạn của dãy số và bàm số, về tính trù mật của 
tập hợp số hữu tỷ..), thì trình độ cảm tính đóng vai trò rất 
nhả, bởi lẻ chúng ta không ở trong trạng thái lĩnh hội cái vô 
hạn và thực tiễn dạy học cũng cho thấy trong các trường hợp 
này trực quan đôi khi lại là vật cản. 

Chẳng bạn đối với học sinh THCS, khi nghiên cứu về tập 
số hữu tỷ thì việc sử dụng trực quan để minh họa cho tính vô 
hạn của tập hợp các số hữu tỷ năm giữa hai số hữu tỷ bất kỳ 
không những không có tác dụng củng cố mà ngược lại còn bị 
bác bỏ bằng tri giác , cụ thể vê một đoạn thắng hữu hạn chứa 
tập hợp số này. Như ta thấy, tính chất trù mật của tập hợp 
các số hữu tỷ không thể phát hiện ra bằng con đường thực 
nghiệm, nó không thể được khẳng định bằng các biểu tượng 
hình học trực quan mà chỉ thiết lập được bàng con đường 
logic. 
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Đưa ra ví dụ trên đây, chúng tôi muốn hứt ý trong quá trình 
dạy học môn Toán việc tri giác các tài hẹu trực quan không 
phải bao giờ cũng đóng vai trò tích cực mà đôi khi có cá tiêu 
cực . 


$+ NỘI HÀM VÀ NGOẠI DIÊN CỦI KHÁI NIỆM 


€t) VẤN ĐỀ THUỘC TÍNH 


Mỗi một đối tượng , mỗi một quan hệ mà chúng ta nghiên 

cứu đều có những thuộc tính .Chẳng hạn : 
» Hình vuông có các thuộc tính : 4 cạnh bằng nhau , 
4 góc bằng nhau. 
._.* Tứ giác ngoại tiếp một đường tròn có thuộc tính : 
tổng các cáp cạnh đối diện bằng nhau. 

Trong số các thuộc tính này có những thuộc tính bản chất, 
thuộc tính không bản chất, thuộc tính chung, thuộc tính đặc 
trưng . 

2.1.1. Thuộc tính bản chất là thuộc tính gắn liền với 
một đối tượng. Nếu mất thuộc tính đó thì đối tượng đã 
cho sẽ trở thành một đối tượng khác. Thuộc tính bản 
chất là điều kiện cần thiết để phân biệt đối tượng này 
với đối tượng khác. 

Chẳng hạn : 

e Thuộc tính "các góc bằng nhau" là thuộc tính bản 
chất của khái niệm hình chữ nhật . Nếu một tứ giác không có 
các góc bằng nhau thì tứ giác đó không thể là hình chữ nhật. 

« Thuộc tính "ẩn x nằm trong dấu căn thức" là thuộc 
tính bản chất của khái niệm "phương trình vô tỷ". Cần lưu ý 
là phương trình : x? -Ñ +⁄8k +3=0 không phải là 
phương trình vô tỷ. : 
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ø Khái niệm "phương trình mũ" có các thuộc tính bản 
chất : ẩn x nằm trên số mũ , cơ số dương . Phân biệt rõ điều 
này có ý nghĩa cực kỳ quan trọng . Cụ thể với bài toán : Giải 
phương trình mũ : x'” = (/x ; thì điều kiện đầu tiên phải xét 
là x dương. Mất điều kiện này phương trình đã cho không 
phải là phương trình mũ. 

« Thuộc tính “cơ số a dương” là thuộc tính bản chất 
của hàm số mũ : y = a*, còn thuộc tính a lớn hoặc a nhỏ là 
những thuộc tính không bản chất. 

« Thuộc tính "đoạn thẳng nối trung điểm hai cạnh 
của tam giác" là thuộc tính bản chất của khái niệm : “đường 
trung bình của tam giác". Thuộc tính đoạn thẳng đó dài hay 
ngắn là thuộc tính không bản chất. 

9.1.9. Thuộc tính đặc trưng là thuộc tính chỉ đối tượng 
đó mới có . Thuộc tính đặc trưng là điều kiện cần và đủ 
của khái niệm. 

Chú ý : thông thường , nhiều thuộc tính bản chất hợp lại 
thành thuộc tính đặc trưng . 

Chẳng hạn : 

« Khái niệm "Hình bình hành" có các thuộc tính bản chất 

1. Hình tứ giác 

9. Các cạnh đối diện song song. 

8. Các cạnh đối điện bằng nhau. 

4. Hai đường chéo giao nhau tại trung điểm mỗi đường. 

Mỗi một thuộc tính ¡ (¡ = 1 ; 2 ; 3 ; 4) là điều kiện cân của 
khái niệm hình bình hành nhưng chưa là điều kiện đủ. Hội 
các thuộc tính (1 ; 2) hoặc (1 ; 3) hoặc (1 ; 4) mới là điều kiện 
đủ của khái niệm hình bình hành. Các cặp thuộc tính (1 ; 2 
hoặc (1 ; 3) hoặc (1 ; 4) là các thuộc tính đặc trưng . 

« Khái niệm "Hình chóp đều” có các thuộc tính bản chất : 

1. Hình chóp 

9. Đáy là đa giác đều 

8. Đáy là đa giác có cạnh bằng nhau 
4. Các cạnh bên bằng nhau 
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ð. Hình chiếu vuông góc của đỉnh trùng với tâm của đa 
giác đầy. 

Các cặp thuộc tính (1 ; 2 ; ð) hoặc (1 ; 3 ; 4) là các thuộc 
tính đặc trưng của khái niệm “Hình chóp đều" 
_f Chú ý : Nhờ cách phân biệt này mà ta hiểu được cùng 
một khái niệm có thể có nhiều cách định nghĩa khác nhau. 
Khi đã định nghĩa khái niệm theo một số thuộc tính bản chất 
thì các thuộc tính bản chất khác được suy ra từ định nghĩa đã 
cho . 

Ví dụ, nếu chúng ta định nghĩa khái niệm: "Hình chóp đầu" 
là hình chép có đáy là đa giác đều và hình chiếu vuông góc 
của đỉnh trùng với tâm của đa giác đáy, thì các thuộc tính bản 
chất 3 và 4 được suy ra từ định nghĩa trên đây. 

2.1.3. Thuộc tính chung là thuộc tính mà nhiều đối 
tượng cùng có . 

Ví dụ: « Tam giác đêu uà hình ouông đêu có thuộc 
tính chung là các cạnh bằng nhau , các góc 
bằng nhau. 

« Hình chữ nhật, hình thoi uà hành ouông đêu 
có các thuộc tính chung : hình tứ giác , các 
cạnh đổi diện song song , các cạnh đốt diện 
bằng nhau ,... 

@3) VẤN ĐỀ KHÁI NIỆMA 

Khái niệm là sự suy nghĩ phản ánh thuộc tính, chung , thuộc 
tính bản chất của các đối tượng , 

Theo Angel : "Khái niệm là những kết quả, trong đó được 
khói quát hóa những dữ biện của thực nghiệm" (chống 
Đuy — -Rinh) 

Khái niệm là một hình thức của kiến thức khoa học, trong 
đó những mặt cơ bán nhất, có tính quy luật nhất của các sự 
vật , hiện tượng được vạch ra dưới dạng khái quát và được 
diễn tả bằng những lời khúc triết rõ ràng . Khái niệm bao giờ 
cũng là sự khái quát hoá, 

Chẳng hạn : 
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e Khi chúng ta nói đến khái niệm “Số nguyên tố” thì ta 
hiểu nó đại diện cho một lớp các số thực có các thuộc tính sau 
đã được khái quát hóa : số nguyên dương, chỉ có hai ước số 
tâm thường là số 1 và chính nó . 

« Khi chúng ta nói đến khái niệm “Hình idng trụ” thì ta 
hiểu khái niệm này phản ánh cho một lớp các khối đa diện có 
các thuộc tính chung và bản chất : có hai mặt song song với 
nhau, các giao tuyến của những cặp mặt khác đều song song 
với nhau. 
fŒ Chú ý : bên cạnh thuộc tính chung, thuộc tính bản chất , 
cân chú ý tới tính phát triển biện chứng của một số khái 
niệm toán học như khái niệm bàm, khái niệm tiếp tuyến .. 
đều đã trải qua những biến đổi và phát triển rất sâu sắc về 
mặt nội dung . 

@3) NỘI HÀAA VÀ NGOẠI DIÊN CỦA KHÁI NIỆM 

9.3.1. Nội hàm (còn gọi là nội dung) : Nội hàm của một 
khúi niệm là tập hợp những thuộc tính chung nà bản chất của 
các đối tương thoả mãn định nghĩa của khái niệm . 

ñ Vị dụ : 

© Khái niệm “Hình bình hành” có nội hàm là tập hợp 

các thuộc tính sau đây : 
1. Hình tứ giác 
2. Hình có các cạnh dối điện song song 
8. Hình có các cạnh đối diện bằng nhau 
4. Hình có hai đường chéo nhau tại điểm giữa của 
mỗi đường ... 

« Khái niệm “Hình thoi” có nội hàm là tập hợp cức 
thuộc tính có trong nội hàm của khái niệm “Hình bình 
hành ” đồng thời còn có thêm cúc thuộc tính : 

5. Hình có hai đường chéo uuông góc uới nhau 
6. Hình cô các cạnh kê bằng nhau 
1, Hình có các đường chéo chỉa đôi các góc 
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s Nội hàm của khái niệm “Số nguyên tố ” là tập hợp 
các thuộc tính : 
1. Số nguyên dương 
2. Chỉ có hai ước số là ï à nó 
2.3.2. Ngoại điên (Còn gọi là phạm vi ) : Ngoại diên của 
một khái niệm là tộp hợp tất cả các đổi tượng thoả mãn định 
nghĩa khái niệm đó . 
Fl Chẳng hạn : 
® Ngoại diên của khái niệm “Hình bình hành ” là các hình 
: Hình bình hành thường , Hình chữ nhật, Hình thoi, Hình 
vuông . 
« Ngoại diên của khái niệm “Số nguyên tố ” là tập hợp tất 
cả các số nguyên tố . : 
H Chú ý : 
~ Ngoại điên của một khái niêm có thế là một: tập hữu hạn , 
có the là một tập hợp vô hạn, có thể là một tấp hợp rỗng . 
- Ngoai diên của khái niệm "nghiệm Khực 0 sa phương trùnh 
xZ+Ør+3=0*là tập hợp rỗng 
~ Có những khái niệm mà ngoại diễn cúa nó trong môt thời 
gian dài người ta không thể xác định được lực lượng của nó. đó 
là khái niệm “ Nghiệm hguyên của phương trình xˆ + y” - ¿”, 
là số nguyên dương lớn hơn 2 *(Định lý lớn Fermat }. Mãi 
tới thời gian gần đây , nhà toán học tr người Đức G.Flaltings 
dã chứng minh được giả thuyết Mordel. mà từ giả thuyết này 
có thể suy ra được phương trình Ferma chí có thế có một số 
hữu hạn nghiệm nguyên . 
© Nếu ngoại diên của một khái niệm chỉ có một phần 
tử thì khái niệm đã cho được #goi là khái niệm duy nhất. 
Các khái niệm sau đây đều là khái niệm duy nhất : Tập hợp rỗng , 
ñ 


Không gian Eueclide ba chiều , Đạo hàm của hàm số : y = sinx tại rÝ 
Tâm trái đất... 
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e Nếu ngoại điên của một khái niệm có nhiều hơn một 
phân tử thì khái niệm đã cho được gọi là khái niệm 
chung . 

Chẳng hạn các khái niệm : Điểm , Phương trình , Định lý... 
đều là các khái niệm chung . 

Ở đây không nên nhầm lẫn các khái niệm duy nhất với các 
khái niệm cụ thể (phản ánh các đồ vật cụ thể ) 

9.3.3/ Mối quan hệ giữa nội hàm và ngoại diên : Ngoại 
diện của khái niệm càng rộng thì nội hàm của nó càng hẹp 
(nghèo nàn }. 

Chẳng hạn , ngoại điên của khái niệm “Hình thoi ” rộng 
hơn ngoại diên khái niệm “Hình uuông * thế thì nội hàm của 
khái niệm “Hình thoi ” (Tất cả các cạnh bằng nhau ) hẹp hơn 
(nghèo nàn hơn ) nội hàm của khái niệm “Hình uuông ” (Tất 
cả các cạnh bằng nhau và tất cả các góc đều bằng góc vuông ) 


§3 QUIN HỆ GIỮI CÁC KHÁI NIỆM 


Muốn xem xét quan hệ giữa các khái niệm , chúng ta căn cứ 
vào quan hệ của ngoại điên các khái niệm đó. 
Giả sử cho hai khái niệm : : 
« Khái niệm thứ nhất có ngoại điên là tập hợp À . 
e Khái niệm thứ hai có ngoại điên là tập hợp B. ˆ 
Có thể xảy ra các quan hệ : 
QUAN HỆ LỆ THUỘC (HAY QUAN HỆ BAO TRÙA ) 
Nếu A —B thì khái niệm thứ nhất được gọi là lệ thuộc khái 
niệm thứ hai . (khái niệm thú hai bao trùm khái niệm thứ 
nhất ). : 
Khái niệm thứ hai được gọi là khói niệm loại của khái 
niệm thứ nhất , lúc đó kbái niệm thứ nhất được gọi là khói 
niệm chủng của khái niệm thứ hai 
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Chẳng hạn : 

s Khái niệm “Số nguyên dương” là 
khái niệm loại của khái niệm 
chủng “Số nguyên tố ” 

s Khái niệm “Khối đa diện” là khái 
niệm loại của khái niệm chủng 
“Hình chóp ” N 

Trong các mối quan hệ Loại - Chúng (để chỉ quan hệ lệ 
thuộc) , chúng ta cần phân biệt #ogi gân nhất và các loại 
bác tiếp sau . 

Biểu đề Venn - Euler cho thấy : 

s« Khái niệm loại B¡ là khái 
niệm loại gân nhất của khái niệm 
chúng A; (chứ không phải của khái 
niệm loại B;) 

s« Khái niệm loại B; là khá 
miệm loại gân nhất của khái niệm 
chủng A; (chứ không phải của khái 
niệm chúng A;) 

Chẳng hạn : A; là “Số nguyên” ; Bị và As là “Số hữu #ÿ ” còn 
Bạ là “Số £hực” 

Sự chuyển dịch các mối quan hệ Loại - Chủng của các khái 
niệm theo bậc thang hướng từ chủng tới loại, dẫn đến việc 
mở rộng khái quát hóa khái niệm , còn nếu theo sự chuyển 
đổi ngược lại sẽ dẫn đến việc giới hạn , thu hẹp các khái niệm 
@3) QUAN HỆ ĐỒNG NHẤT 

Nếu A = P thì khái niệm thứ nhất được gọi Tà đông nhất uới 
khái niệm thứ hơi 

I Chẳng hạn : 

s Khái niệm “Hình bình hành có một góc uuông” đồng ... 
nhất với khái niệm “Hình bình hành có hai đường chéo 
bằng nhau ” 
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« Khái niệm “Hình hộp chữ nhật” đồng nhất với khái 
_ niệm “Hình hộp có các đường chéo bằng nhau ” 
ái 
5.3) QUAN HỆ GIAO NHAU 
Nếu A  B + Ø thì 2 khái niệm đã cho được gọi là có quan 
hệ giao nhau 
r1 Chẳng hạn : 
« Khái niệm “Hình hộp có đáy là hình thoi ” và khái 
niệm “Hình hộp có đáy là hình chữ nhật ” có quan hệ 
1ao nhau . 
3.⁄4)) QUAN HỆ NGANG HÀNG 


Nếu A ¬ B = Ø thêm uào đó A uà B là tập còn thực sự của 
tập C là ngoại diên của khái niệm loại của cả hai khái niệm 
đã cho thì khái niệm có ngoại điên A được gọi là có quan hệ 
ngang hàng với khái niệm có ngoại điên B. 

ä Chẳng hạn : 

ø Khái niệm “Bình chóp ” và khái niệm “Hình lăng trụ ” có 
quan hệ ngang hàng .Chúng có chung khái niệm loại khái 
niệm “Khối đa diện ”. 

« Khái niệm “Số nguyên tố ” và khái niệm “Hợp sổ” có quan 
hệ ngang hàng . 

QUAN HỆ AAÂU THUẪN 

Nếu A  B = Ø tà thêm uào đỏ A /B = C ; uới C là ngoại 
điên của khói niệm loại, chung của cả hai khái niệm đã cho 
thì khái niệm có ngoại điên A được gại lò quan hệ mâu thuẫn 
_ 0ới khúi niệm có ngoại diện B 
fI Chẳng hạn : 

e Khái niệm “Số hữu tỷ ” và khái niệm “Số 0ô ‡ý ” có quan 

hệ mâu thuẫn 

øe Khái niệm “Hình hộp đứng ” và “Hình hộp xiên “có quan 
hệ mâu thuẫn . 
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$4 ĐỊNH NGHĨA KHÍ NIỆM 


Định nghĩa khá: niệm là giai đoạn kết thúc của việc hình 
thành khái niệm . 

4-1) ĐỊNH NGHĨA KHÁI NIỆMA LÀ GÌ 3 

Định nghĩa khái niệm là một thao tác logic dùng để tách sự 
lật cần định nghĩa từ những sự uột tiếp cận với nó sơo cho 
trong phạm u¡ của định nghĩa phải uạch ra được những thuộc 
lính cơ bản chung tạo nên nội hàm của bhái niệm . Nhờ các 
thuộc tính này có thể tách ra được tất cả các đổi tượng có cúc 
thuộc tính đó uà chỉ những đối tượng đó được hợp nhất uùo 
một thế thống nhát nhờ khái niệm đã cho . 

Có thể hiểu rõ những điểu vừa nói ở trên qua định nghĩa 
khái niệm “Số nguyên tố * Số ngiyên tố là một số tự nhiên 
lớn hơn 1 chỉ có hai ước số là 1 uà chính nó (Toán 6 - NXBGD 
- 1986) 

@3) CÁC CÁCH ĐỊNH NGHĨA KHÁI MIỆAA 

4.2.1. Các định nghĩa khái niệm có thể thực hiện các 
chức năng khác nhau , có thể có các công dụng khác 
nhau . Có thể chia các định nghĩa thành các nhóm cơ 
bản sau đây theo công dụng của chúng . 

'#' Nhóm I: 

Các định nghĩa để chính xác hóa nghĩa của thuật ngữ đã 
quen lhuộc uới học sinh , chẳng hạn các định nghĩa của : 
phương trình , bất phương trình , cách giải bất phương trình, 
số hữu tỷ... : 

“#2 Nhóm 9: 

Các định nghĩa để đưa uào khái niệm mới , Chẳng hạn định 
nghĩa : hòm sổ, căn số học, logarithm , các hình hình học... 
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%#' Nhóm 3: 

Các định nghĩa để mở rộng một khái niệm đã đưa uào trước đó 
. chẳng hạn định nghĩa : lũy thừa uới số mũ không , lũy thừa uới 
số mũ nguyên âm, lũy thừa uới số mũ phán... 

Tất nhiên uiệc chia ra các nhóm như oậv có tính chất 
tương đốt 

Chẳng hạn , một định nghĩa bất kỳ của nhóm thứ ba có thể 
xếp vào nhóm thứ hai . Tuy nhiên, việc tách các định nghĩa của 
giáo trình Toán và sắp xếp vào ba nhóm trên đây phần nào nói 
lên nét đặc thù của các định nghĩa , thể hiện ở các cách định 
nghĩa khái niệm mà ta sẽ xem xét sau đây . : 

4.2.2. Định nghĩa qua khái niệm loại gần nhất và sự 
khác biệt của chúng 

Đây là hình thức định nghĩa phổ biến nhất được sử dụng trong 
các sách Toán để đưa vào khái niệm mới . Cần thiết hướng tới 
tìm kiếm một khái niệm loại gần nhất cho định nghĩa bởi lẽ chỉ 
có trong trường hợp như vậy chúng ta mới tiếp cận gần hơn đến 
khái niệm được định nghĩa , đến ngoại diên của nó và nhờ điều 
này,sẽ giảm được tập hợp các thuộc tính của chúng trong định 
nghĩa . 

Theo cách này muốn định nghĩa một khái niệm , cần đưa nó 
vào một khái niệm khác rộng hơn (khái niệm loại) và chỉ ra 
được những thuộc tính cơ bản nhất cho phép phân biệt được , 
nhận biết được đối tượng mà ta cần xác định . 

Mãi định nghĩa như vậy gồm hai bộ phận : 

~ Khái niệm được định nghĩa (khái niệm mới cần định nghĩa) 

~ Khái niệm định nghĩa (khái niệm đã biết dùng định nghĩa) 

Có thể biểu diễn các cấu trúc của định nghĩa bằng công thức : 


def 
KN được định nghĩa —— KN loại + sự khác biệt về chủng 


(deũnition: sự định nghĩa) KN định nghĩa 
1 Ví dụ : 


e Hình thoi —— Hình bình hành + bai cạnh kê bằng nhau 
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def 
« Hình vuông ==—= Hình chữ nhật + hai cạnh kể bằng nhau 


def 
+ Số nguyên tố =—— Số tự nhiên + lớn hơn 1 + chỉ có 2 ước số 


Trong các định nghĩa này , các khái niệm như : #ình bình 
hành ; Hình chữ nhật ; Số tự nhiên là những khái niệm loại 
dùng để định nghĩa các khái niệm mới : hình thoi, hình vuông , 
số nguyên tố . 

Các thuộc tính : hai cạnh kể bằng nhau là thuộc tính khác biệt 
của khái niệm chủng “lồn? thoi” và “Hình uuông”. 

Các thuộc tính lớn hơn 1 và chỉ có hai ước. số là thuộc tính 
khác biệt của khái niệm chủng “Số nguyên tố”. 

Các thuật ngữ : Hình thoi , Hình Uuông , Số nguyên tố được gọi 
là các (huậ£ ngữ mới dùng để đặt tên cho các khái niệm chủng 
vừa mới đưa vào . 

I Chú ý, : 

Trong các định nghĩa qua , khái niệm loại gần nhất và sự khác 
biệt của chủng , chẳng hạn ở ví dụ trên : khái niệm hình thoi là 
khái niệm được định nghĩa , còn những khái niệm định nghĩa là 
: hình bình hành_, hai cạnh kể bằng nhau . - 

Những khái niệm này lại được định nghĩa thông qua những. 
khái niệm đã biết trước đó , chẳng hạn : 

Hình bình hành ==— Tứ giác + hai cặp cạnh đối SON SONG . 

Những khái niệm như : Hình tứ giác, cạng đối song song.. _ 
lại được định nghĩa thông qua những khái niệm đã biết trước đó 
: Đường gấp khúc , Đoạn thẳng, Khép kín... 

Như vậy đến một lúc nào đó tất yếu phải có những khái niệm 
không định nghĩa , đó là những khéi niệm cơ bản hoặc là các 
khái niệm dẫn xuất từ các khái niệm cơ bản 

Có thể mô tả theo sơ đồ sau đây : A -> B ¬› C ¬> D ->,.. Ở đó 
A là khái niệm cơ bản , không định nghĩa , còn B ,€,D...là 
những khái niệm dẫn xuất hoặc khái niệm được định nghĩa . 

H Chú Ýa : 

Sơ đồ trên đây cho thấy khái niệm cần định ng;ĩa D có thể 
được định nghĩa thông qua khái niệm loại B hoặc C. Tuy nhiên 
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để khái niệm mới được định nghĩa gọn gàng , khúc triết ta mong 
muốn tìm một khái niệm loại gần nhất là C chứ không là B. 
Chẳng hạn cần định nghĩa : 
s Hình uuông là hình chữ nhật có hai cạnh bê bồng nhau mà 
không nên định nghĩa . 
e Hình uuông là tứ giác cô hai cặp cụnh đối song song Uà có 
một góc uuông uới hai cạnh bê bằng nhau . 
[ Chú ý; : 
Cấu trúc logie của định nghĩa qua khái niệm loại gần nhất 
và sự khác biệt của chủng . Có hai cách viết : 
®” Cách 1: A — (xe<B:P(&} 
Với : « B là khái niệm loại gần nhất . , 
© P là sự khác biệt của chủng . 


_ đet 
®“ Cách 2: xe AA c>xeBAP(x) 


A) c— B@œ) A P&) 

(Đối tượng x có tính chất A khi và chỉ khi x có tính chất B và 
tính chất P}) 

Chú ý, : | 

Trong quá trình đạy học cần cố gắng tạo ra những tình huống 
sư phạm giúp học sinh phát hiện ra những nét đặc trưng của hệ 
thống các khái niệm toán học gắn liên với xây dựng suy diễn lý 
thuyết . Để làm được điều đó , có thể sử dụng chất liệu cụ thể ' 
khác nhau . Chẳng hạn có thể xây đựng một hệ thống các định ` 
nghĩa : 


F : Hình vuông SuẾP Hình thoi + góc vuông 

: Hình thoi — Hình bình hành + các cạnh kể bằng nhau 
: Hình bình bành c= Tứ giác + hai cặp cạnh đối song song 
: Hình tứ giác TH“ Đa giác + bốn cạnh 


t @œ Ø E 


def 
: Đa giác —— Hình giới bạn bởi đường gấp khúc khép kín 
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A: Hình =—— Tập hợp điểm 

Qua ví dụ này chúng ta thấy hai sơ đồ suy diễn sau đây : 
s Sơ đồ 1 :A -› B ->C ->D->E->F 
e Sơ đồ 9 : 


£ SA 


| Góc vuông 


Hình vuông 


4.2.3. Định nghĩa bằng quy ước : nhằm nêu rõ ý nghĩa của 
ký hiệu mà ta muốn đưa vào . Các định nghĩa này được biểu điễn 
một cách tiện lợi bằng ngôn ngữ ký hiệu dưới đạng các đẳng 
thức 

[I Chẳng hạn : 

1. (-aX-b) = + ab 

a c ac 
2. bảFbpatP#0; dx0) 
3.a”=1(a+0) 


4a”=- ^^ (esÙ, nguyên dường ) 
a 


ð. tgx = — = + nz:n - số nguyên) 
COS x 2 

6. f(x)= lim Af&) 
Ax>0  Á% 
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1. lim + -) &ỗ 
n—y»e n 


# ke . 
~ a nếu a <0 

4.2.4. Định nghĩa kiến tạo : chỉ rõ một đối tượng hoặc một 
hiện tượng đã cho được tạo thành , được xuất hiện như thế nào . 
Chính vì vậy còn được gọi là định nghĩa phát sinh (nêu rõ nguồn 
gốc ) 

fl Chẳng hạn : Định nghĩa : “Cho hình tròn (O ; R) trên mặt 
phẳng (P) mặt phẳng (Q) song song uới (P) ; hợp của tất cả các 
đoạn thẳng nối một điểm của hình tròn (O ; R) với hình chiếu 
UuÔng góc của nó trên mặt phẳng (Q) gọi là khối trụ tròn xoay ” 

(Hình học 11 . Nguyễn gia Cốc -~ Bùi Bình . NXBGD - 1991) 

Ngoài ra các khái niệm như : Hình trụ tròn xoay , Hình nón 
tròn xoay , Đường tròn, Hình thoi, Hình câu , Mặt cầu , và nhiều 
khái niệm khác đều được định nghĩa bằng phương pháp kiến 
tạo trong đó chỉ rõ phương pháp dựng một đối tượng nào đó. 

Liên quan tới các định nghĩa kiến tạo có việc xây dựng các dãy 
số khi định nghĩa truy hồi các cấp số cộng , cấp số nhân . 
Trong các định nghĩa này người ta chỉ rõ phương pháp nhận 
được một số hạng bất kỳ của dãy số từ số hạng đứng trước nó 
trừ số hạng đầu tiên . các định nghĩa như vậy được gọi là định 
nghĩa quy nạp. 

4.2.5. Định nghĩa gián tiếp nhờ hệ thống các tiên đề 

Chẳng hạn trong hình học các tiên để vạch ra các tính chất và 
các mối quan hệ của những khái niệm cơ bản nguyên thuỷ như 
“Điểm” ; “Đường thẳng ”; “Mặt phẳng" ; “Khoảng cách”, còn 
trong số học đó là khái niệm số (định nghĩa các số tự nhiên như 
hệ tiên đề Pêanô , định nghĩa tiên để trường các số thực..) . 

Ở phổ thông, đặc biệt là ở các lớp đưới , người ta thường phối 
hợp phương pháp này với phương pháp mô tả khái niệm , hoặc 
là phối hợp phương pháp đã nêu với việc vạch ra ý nghĩa của 
thuật ngữ bằng con đường liệt kê ra các đối tượng tạo thành 
biểu tượng về ngoại diễn và nội hàm của khái niệm . 
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Trong trường hợp thứ nhất , việc mô tả khái niệm có thể 
không chỉ thay thế định nghĩa , mà còn bổ sung thêm khái niệm 
bằng thông tin cụ thể hóa khái niệm , mở rộng mối liên hệ với 
những khái niệm khác, vạch ra đầy đủ hơn nội hàm mà khái 
niệm , giúp cho học sinh hiểu sâu hơn và nắm chắc hơn khái 
niệm mới , : 

Chẳng hạn , như dạy học khái niệm “Đường thẳng”, việc phối 
hợp hai phương pháp đã nói ở trên được tiến hành như sau: 

— Đường đơn giản nhất là đường thẳng l 

~ Bợi chỉ căng thẳng, nét chì vạch theo cạnh thước thẳng trên 

trang giấy trắng là hình ảnh của đường thẳng . 

Để sử dụng khái niệm đó ta xem “Đường thẳng”, dường như 
được xem xét bằng các tính chất sau đây: ` 

~ Mọi hình bằng với đường thẳng là một đường thẳng 

- Mật đường thẳng có thể trùng khít lên một đường thẳng 

khác sao cho một điểm tuỳ ý của đường thẳng thứ nhất 
trùng với một điểm bất kỳ của đường thẳng chứ hai. 

~ Có một đường thẳng và chỉ có một đường thắng đi qua hai 

điểm phân biệt cho trước . 

Trong trường hợp thứ hai có thể thấy rõ qua ví dụ dạy học 
khái niệm số tự nhiên . 

“Các số 0, 1, 2, 3, 4,.. ., 9, 10 ; 11... .là số tự nhiên .Số 1 là 
số tự nhiên liên sau số 0 số 2 là số tự nhiên liền sau số 1 ,.... 
Mỗi số tự nhiên có một số liền sau đuy nhất .. 0 là số tự nhiên 
đầu tiên ” (Toán 6. Lê hải Châu NXBGD - 1986) 

4.2.6. Một số kiểu định nghĩa khác 

HD Ví dụ 1: “Đường thẳng uà mặt phẳng gọi là uuông góc với 
nhau khi đường thẳng uuông góc với đường thẳng bất kỳ nằm 
trên mặt phẳng” (HÌNH HỌC 11 . NGUYÊN GIA CỐC - BÙI BÌNH NXRGD 
1991) 

Viết dưới dạng ngôn ngữ ký hiệu ta có : 

f 


de 
a Lơ =- Vb(bcœ=a Ib) 
t1 Ví dụ 2: “Số a gọi là chia hết cho số b khác 0 nếu tên tại số 
c szo cho da = b.e;d, b, c là các số nguyên ” 


121 


đe 
a:b =—= 3c(n=b.c) 


F1 Ví dụ 3: (a ; b) =e==—aic;b‡c, vd (a:d;b:d=5c:d) 

Trong ba ví dụ này, quan hệ mới được định nghĩa qua các 
quan hệ đã biết trước đó : 

« Quan hệ vuông góc của đường thẳng với rnaặt phẳng được 
định nghĩa qua tính vuông góc của các đường thẳng . 

« Quan hệ chia hết cho được định nghĩa qua quan hệ tích số . 

se Quan hệ ước chung lớn nhất được định nghĩa quan hệ chia 
hết cho 

Tất cả các định nghĩa này là rất rõ ràng nhưng trong đó 
không thể tách ra loại gần nhất và sự khác biệt của chủng . 
Chúng ta cũng khó có thể sắp xếp vào một số cách định nghĩa 
khác đã nêu ở trên . 

Trong một số sách còn đề cập tới kiểu định nghĩa “qua trừu 
tượng hoá ”chẳng hạn như : “ Số £ự nhiên có thể coi là cái gì 
chung cho mọi tập hợp hữu hạn tương đương ” hoặc “ Tết cả 
những gì có một tập hợp các tính chất đã được thiết lập được gọi 
là đại lượng ”. 

Một số người nghiên cứu về lý luận dạy học môn Toán lại cho 
rằng không thể gọi các phát biểu này là định nghĩa . Thực ra 
không có cơ sở khi tách ra một kiểu đặc biệt định nghĩa khái 
tiệm “qua trừu tượng hoá ”, bởi lẽ trừu tượng hoá đóng vai trò 
thực sự khi đưa vào tất cả khái niệm toán học cho dù bằng các 
định nghĩa cũng như bằng con đường mô tả . 
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$5 CC QUY TẮC ĐỊNH NGHĨ KHÁI NIỆM - NHỮNG 
SHI LẦM TRONG CÁC ĐỊNH NGHĨN - PHÁN Ví DỤ 


G3 CÁC QUY TẮC ĐỊNH NGHĨA 

5.1.1. Định nghĩa phải tương xứng : ngoại điên của khái 
niệm được định nghĩa uà ngoại diên của khái niệm định nghĩa 
phải bằng nhau . 

ð.1.2. Định nghĩa không được vòng quanh : không dựa uào 
một khái niệm chưa được định nghĩa để định nghĩa khái niệm 
khác uà ngược lại. Không được định nghĩa khái niệm A qua khái 
niệm B, khái niệm B qua bhúi niệm Œ, khái niệm C qua khái 
niệm D còn khái niệm D lại được định nghĩa qua khái niệm A. 

5.1.3. Định nghĩa không được phủ định : định nghĩa bằng 
phủ định chí được dùng khi khái niệm loại được phôn chia 
- thành hai khái niệm chủng có quan hệ mâu thuẫn nhau . 

ð.1.4. Định nghĩa phải ngắn gọn : (rong định nghĩa không 
được nêu ra các thuộc tính có thể suy ra được từ các thuộc tính 
khác đã nêu trong định nghĩa . : 

5.1.5. Không sử dụng khái niệm loại vượt cấp : dùng khái 
niệm loại gân nhất của khái niệm chủng cần định nghĩa 

D Chú ý : Vì nhiều lý do, trong khi trình bày sách giáo khoa 

có thế bỏ qua các yêu cầu 3, 4, 5 sang các yêu câu 
1 uà 2 là có tính chút bắt buộc phải tuân thủ đảm 
bảo tính khoa học của các bhới niệm. . 


l@Œ NHỮNG 5AI LẢMA TRONG CÁC ĐỊNH NGHĨA PHẪN VÍ DỤ 
Học sinh thường không hiểu những thuộc tính nào được đưa 

vào trong định nghĩa khái niệm ; do đó dẫn tới các sai lầm khi 

định nghĩa , những sai lầm ấy thường rơi vào các trường hợp sau : 
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5.2.1. Định nghĩa quá rộng : ngoại điên của bhái niệm định 
nghĩa rộng hơn ngoại điên khói niệm được định nghĩa . 
[I Chằng hạn : 

ø Định nghĩa : “Số uô tỷ là phân số thập phân uô hạn ” là 
quá rộng vì các phân số thập phân vô hạn tuần hoàn là 
các số hữu tỷ. 

« Định nghĩa : “Đường kính là đoạn thẳng nơi hai điểm trên 
đường tròn ” là quá rộng . 

5.2.2. Định nghĩa quá hẹp : ngoại điên của khái niệm định 
nghĩa hẹp hơn ngoại diễn khái niệm được định nghĩa . 
TI Chẳng hạn : 

« Định nghĩa : “Số uô ¿ÿ là căn số cóc số hữu †ỷ trong trường 
hợp cúc số này không khai căn được ” ; định nghĩa này 
không đưa được các số e, +, .., vào ngoại diễn của khái 
niệm “Số uô £ÿ”. 

5.2.3. Định nghĩa vòng quanh : Chẳng hạn , định nghĩa 
“Góc uuông là góc bằng 90° ” và “1° là gg của góc uuông ”; định 


nghĩa : “Góc uuông là góc mà hai cạnh thẳng góc uới nhau ” và 
“Hơi đường thẳng là uuông góc nếu chúng là hơi cạnh của một 
góc uuông `”; định nghĩa “Số uô tỷ là số thực nhưng không phải 
là số hữu tỷ ” và “Số hữu tỷ uà số uô tỷ được gọi là số thực ”. 

Để tránh được các sai sót trên đây , học sinh cần phải tuân 
theo một hệ thống xác định việc đưa vào các khái niệm toán học 
đã được thừa nhận trong một bộ sách Toán ổn định . 

5.2.4. Định nghĩa sự lặp từ trong các định nghĩa : đối 
tượng được định nghĩa qua chính bản thân nó mặc dù là ở trong 
các cách thể luận khác . 

I Chăng bạn : “Phép toán số học trong đó một số chia hết cho 
một số khác được gọi là phép chia” ; hoặc : “Các da giác được gọi 
là đông dụng nếu chúng đông dạng với nhau ”. 

ð.2.5. Định nghĩa không hoàn thiện về mặt logic : Trong 
định nghĩa có nhiêu thuộc tính phụ thuộc uào nhau , một số 
thuộc tính là hệ quả logic của các thuộc tính khúc . 
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Ví dụ như : “Hình bình hành là một tứ giác phẳng các các cặp 
cạnh đối diện song song 0à bằng nhau ” : hoặc : “Hai tưm giác 
được gọi là đông dạng uới nhau nếu có góc tương ứng bằng nhau 
, Các cạnh tương ứng tỷ lệ ” Trong định nghĩa này thuộc tính : 
các cạnh tương ứng tỷ lệ là hệ quả logic của các thuộc tính các 
góc tương ứng bằng nhau, và ngược lại . 

Mặc dù ở loại này, việc đưa thừa các thuộc tính vào trong 
định nghĩa không làm thay đổi nội hàm và ngoại diễn của khái 
niệm , tuy nhiên nó cho thấy trình đô logic các kiến thức Toán 
học của học sinh là chưa cao , chưa hoàn thiện . 

Để khắc phục sai lầm trên đây , cần thiết hướng dân học sinh 
sửa chữa các sai sót trong phát biểu , các phản tí dụ có thể 
được xem là các phương tiện dạy bọc hữu hiêu . 

ï Chẳng hạn : 

e Đối với định nghĩa : “Phương trình chứa đn số với lãy thừa 
hai được gọi là phương trình bậc hai ”, Giáo viên có thể 
dẫn ra các phản ví dụ : x” + 2x? ~ 5 = 0, và 3x?— 2+5=0 

» Đối với các định nghĩa : “Góc lớn hơn góc uuông được gọi 
là góc tù ”, Giáo viên có thể dẫn ra các phản ví dụ góc 
200?, 250”, 180° 

« Đối với các định nghĩa : “lai phương trình được gọi là 
tương đương uới nhau nếu tất cả các nghiệm của phương 
trình thử nhất là nghiệm của phương trình thứ Xu Ai . Giáo 

viên có thể sử dụng phản ví dụ : 2x - 8 = 0, và x” ~ 4x = 0. 
G3 NHỮNG NGUYÊN TẮC SỬ DỤNG TÊN ĐẶT KHI HÌNH 
THÀNH KHÁI NIỆMA 

Các biểu thức ngôn ngữ đã được xác định như các ký hiệu của - 
ngôn ngữ nhân tạo , các thuật ngữ „ các từ hoặc là nhóm từ của 
ngôn ngữ tự nhiên thì thực thi chức năng ký hiêu . Chúng so 
sánh , đối chiếu các lớp đối tượng với tư cách là tên gọi , đặt tên 

Quan hệ giữa tên gọi với các đối tượng được ký hiêu , được đặt 
tên phản ánh mối quan hệ giữa tư duy và ngôn ngữ. Việc hình 
thành các khái niệm chỉ có thể thực hiện được với điều kiện là 
gán cho các khái niệm này những tên gọi nhất dịnh . 
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Chúng ta xét ba nguyên tắc sứ dụng tên gọi sau đây 

5.3.1. Nguyên tắc tính đối tượng : chỉ nói vê các đối tượng 
mù các tên gọi của chúng có mặt trong mệnh đề chứ không nói uề 
các tên gọi : : 

1 Chẳng hạn : 

se Mệnh đề : “3 < 5” nói về số được ký hiệu bởi chữ số 3 thì 
nhỏ hơn số thực ký hiệu bằng chữ số 5 , mà không nói về 
các tên gọi của chúng có trong mệnh để 

« Mệnh đề : “1 tam giác là một đa giác ” nói về lớp các đối 
tượng được ký hiệu bằng thuật ngữ “tam giác ” là một lớp 
con của lớp các đối tượng được ký hiệu bằng thuật ngữ “ đa 
giác ” 

5.3.2. Nguyên tắc tính đơn trị : mỗi một ký hiệu (thuật nga) 
được sử dụng để đột tên thì không được chỉ nhiều hơn một đối 
tượng . Nói cúch khác , mỗi một tên cá không nhiều hơn một ý 
nghĩa . 

Tại sao lại không nói mỗi một tên có đúng ruột ý nghĩa (giá 
trị). Có thể xem xét điều này qua ví dụ sau : “ Trong khi khẳng 
định rằng số a không thể chia cho số 0, chúng ta lại không 
khẳng định là uiệc ghỉ. “a : 0° là không được ”. Cách ghi trên 
đây cũng có thể được chấp nhận như là cách ghi “a : 2” ở đây chỉ 
xác nhận là không có đối tượng nào mà tên được đặt cho nó là 
biểu thức ngôn ngữ “a : 0”. Nói cách khác, tên gọi đã cho là 
không có ý nghĩa (giá trị) . 

Việc vi phạm nguyên tắc tính đơn trị có thể dẫn tới những hậu 
quả nghiêm trọng bởi lề , vi phạm nguyên tắc này đồng nghĩa 
với việc sử dụng một tên gọi với nhiều bơn một ý nghĩa (đa 
nghĩa ,đa trị ) đưa tới rối loạn và làm nhiễu các khái niêm . 

Chẳng bạn việc sử dụng ký hiệu “ Ñx) ” để chỉ đồng thời các 
đối tượng “ Hàm số ” và “ giá trị ” trong định nghĩa : “ Cho Ð là 
một tập con của tập R các số thực , ta gọi hàm số f[x) uúi miên 
xúc định D là một quy tắc cho tương ứng mỗi số thực x e D uới 
một số thực duy nhất ffx) e , x gọi là biển số ƒ'x) gọi là giá trị 
của hàm số lợi x. Ta thường uiết y = fx) uà thay uì gọi hàm số 
fÑx). ta còn gọi hèm số y = fx) ”. 
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Một ví dụ khác : việc sử dụng ký hiệu “AB? để đặt tên đồng 
thời cho các đối tượng sau đây : “ Đường thẳng đi qua hơi điểm 
AB đoạn thẳng uưới các đầu mút A uà B ; độ dài đoạn thẳng AB „ 
tia đi qua B với điểm đầu A “ (Toán lớp 6, tập 2 NXBGD -~ 
1986) cũng là một minh chứng cho sự vi phạm nguyên tắc tính 
đơn trị. 

Trong các mệnh đề được ghi đưới ngôn ngữ tự nhiên , để tránh 
sự nhầm lẫn trong cách đọc, người ta thường viết thêm vào ký 
hiệu “ AB ” tên gọi của các đối tượng được ký biện , chẳng hạn : 
“ đường thẳng AB 7 ; “ đoạn thẳng AB ° ; “độ dài đoạn thẳng AB ” 
;“tta AB”. 

Tuy nhiên việc làm đó lại không phù hợp với việc ghi bằng ký 
hiệu các mệnh để Toán học, có lẽ rất ít người viết “đường thẳng 
AB 4 đường thẳng CD 7 hoặc “đoạn thẳng AB < đoạn thẳng CD 7 
hoặc “ độ đài đoạn thẳng AB < độ dài đoạn thẳng CD ” 

Trong trường hợp này, lối thoát có vẻ hợp lý theo chứng tôi là 
cần xem xét việc đưa vào ngay từ cuối lớp 6 khi học sinh bắt đầu 
được học Hình học , hệ thống các ký biệu sau đây để đặt tên 
cho các khái niệm : 

« “Đường thẳng AB ”. ký hiệu là AB 

e “Đoạn thẳng AB” ký hiệu là [AB] 

« “Độ dài đoạn thắng AB ” ký hiệu là IABI 

se “Pia AB ” ký hiệu là [AB) 


như đã ký hiệu “vectơ AB” là AB 

Nguyên tắc tính đơn trị khẳng định rằng : mỗi một tên có thể 
được đặt cho không nhiêu hơn một đối tượng . Tuy nhiền cùng 
một đối tượng có thể có nhiều tên khác nhau (tức ký hiệu) 
Chẳng hạn các cách ghi sau đây “ 5 - 3”, “8.2 -- 14”“95: 2”, 
có thế được xem như những cách đặt tên khác nhau của số “ 2 ”. 
Đẳng thức “ ð - 8 = 8.3 - 14 ” phän ánh một sự kiện là các tên 
gọi ở các vế trái và vế phải của đẳng thức thì ký hiệu cho cùng 
một đối tượng có cùng một ý nghĩa (giá trị) đó là số có tên là“ 2” 
. Nếu trong vế trái , chúng ta thay “ õ - 3 ” bằng “ 2 ” có cùng 
giá trị thì sẽ nhận được một đẳng thức đúng “ 2 = 8. 2 — 14” 
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5.3.3. Nguyên tắc thay thế tên gọi : mệnh đề toán học sẽ 
không thay đổi giá trị chân lý nếu như một trong số các tên có 
trong mệnh đê được thay thế bằng một tên gọi bhác đông nghĩa 
UỐI HÓ. 

Việc đặt các tên khác nhau cho cùng một đối tượng nghiên cứu 
được giải thích ở chỗ do chính các thông tin khác nhau vẻ đối 
tượng , và chúng ta thường nói rằng : các tên go» này có cùng 
một ý nghĩa (giá trị) nhưng với những ý tưởng khác nhau (nói 
một cách thô bạo thì với ý đồ , mục đích khác nhau). 

Chẳng hạn , với cùng một đường thẳng có thể được đặt tên (ký 
hiệu } bằng chữ các “ a ” hoặc là “ AB”, tên “a ” là tên đơn 
giản dành cho một đường thẳng tuỳ ý (có thế ký hiệu chính 
đường thẳng đó bằng một chữ cái khác , ví dụ “ d” ) được nhìn 
nhân như một thể không chia cắt được , còn tên “ AB ” là một 
tên phức hợp chúa hai tên bộ phận khác nhau là “ A ” và “B” 
và chỉ cả phép dựng phản ánh phương pháp mà theo đó tên đã 
được ký hiệu cho đối tượng . (Đường thẳng đi qua hai điểm Á và 
B). Hoàn toàn dễ hiểu là tên phức hợp “ AB ” có giá trị lớn hơn 
về mặt nhận thức. Nó thông báo cho chúng ta đường thẳng 
được ký hiệu bởi tên này đi qua hai điểm A và B. 

Như vậy, trong quan hệ đặt tên cho các đối tượng có ba khái 
niệm khác, nhau tham gia vào đó là : “ tên gọi ” ; “ ý nghĩa của 
tên gọi” và “ý đồ của tên gọi ”. Người ta nói rằng : tên gọi gợi 
ra ý nghĩa uà phản ứnh ý tưởng của diệc đặt tên cho đổi 
tượng. 

Những điều vừa được trình bày ở trên cho thấy sự cần thiết 
phải phân biệt hai biểu thức ngôn ngữ sau đây : “ không có ý 
tưởng ” và “ không có ý nghĩa ”. 

Chẳng hạn, trong tập hợp các số tự nhiên thì tên gọi đặt cho : 
“ nghiệm của phương trình x + õ = 3 ” là không có ý nghĩa (ở 
đây là giá trị), trong khi đó việc đặt tên đó lại phản ánh ý 
tưởng rõ ràng : đó là số mà khi ta thay nó cho x trong phương 
. trình đã cho thì vế trái và vế phải nhận được tên gọi cho cùng 
một số . : 
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Hoàn toàn tương tự như vậy , trong tập hợp các số thực thì tên 
* 4ˆ 4” không có ý nghĩa (giá trị) nhưng lại phần ánh một ý 
tưởng rõ ràng : đó là số mà sau khi nâng lên luỹ thừa hai thì 
nhận được số “— 4 “; tên gọi “ 3 : 0 " là không có ý nghĩa nhưng 
lại có ý tưởng rõ ràng : đó là số mà khi nhân nó với “ 0 “ thì 
được “ 8 “. 

Trong việc dạy học môn Toán cần thiết theo đõi chặt chẽ việc 
sử dụng các thuật ngữ và ký hiệu trong các sách Toán để hiểu 
biết được ý nghĩa của chúng cùng những ý đồ , ý tưởng của các 
tác giả khi sử dụng . 


THỰC CHẤT CỦA PHÂN CHIA KHÁI NIỆM ¬- 

Khí nghiên cứu các khái niệm, đôi khi xuất hiện nhiệm vụ là 
phải phân loại sắp xếp các đối tượng thuộc ngoại diên của khái 
niệm vào các nhóm tách biệt nhau . ' 

Phân chia khái niệm được hiểu là chia ngoại diên của khái 
niệm thành các tập con thoả mãn một số đòi hỏi nhất định . 
CÁC QUY TẮC PHÁN CHIA.KHÁI NIỆMA 

6.2.1. Phân chia phải triệt để : điểu này có nghĩa ngoại điên 
của khái niệm đem phân chia phải bằng hợp các ngoại diên các 
khái niệm chủng . 


I Chẳng hạn : A = ÙA, ; ở đó A là ngoại điễn của khái niệm 
đem phân chia, còn A¡ , Az,..., A„ là ngoại diễn các khái niệm 
chúng . l 

6.2.2. Phân chia không giao nhau : các khái niệm chủng đôi 


một không có phân tủ chung . 
Á, ^AÀ¡=Ø;Vi;j, ở đó :izj 
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6.2.3. Phân chia phải có cơ sở : điều này có nghĩa phân chia 
phải được tiến hành căn cứ uào cùng một dấu hiệu 

6.9.4. Phân chia phải liên tục : điều này có nghĩa uiệc phân 
chia phải chuyển sang khái niệm chủng gân nhất trong quan hệ 

uới khái niệm loại 

Trong việc phân chia khái niệm , người ta phân biệt ba thành 
phần : 

1. Khái niệm được phân chia : khói niệm mà ngoại diễn 
của nó cần được chia ra thành lập con 

9. Cơ sở của phân chia : dấu hiệu căn cứ uào đó tiến hành 
phân chia 

3. Các khút niệm chúng : cúc v được tạo ra do uiệc phân 
chia 

Chẳng hạn , ở Lớp 6 học sinh đã Tâm quen với vệc phân chia 
khái niệm : “ Chio tập hợp các phân số thành hoi lớp : các phân 
số bằng nhau uà các phân số không bằng nhau ”. Cơ sở để phần 
chia là quan hệ “ nhỏ hơn ”, “ lớn hơn ”, hoặc “ bằng nhau ” 
giữa các tử số và mẫu số của phân số : Do việc phân chia đã tạo 
ra các lớp phân số bằng nhau và không bằng nhau . 

Cơ sở của phân chia khái niệm là thao tác logic chia các phần 
tử của khái niệm loại thành chủng căn cứ vào dấu hiệu phản 
ánh các tính chất của các phần tử của khái niệm chủng hợp 
nhất trong một khái niệm loại 
G3 CÁC HÌNH THỨC PHÂN CHIA 

6.3.1. Phân chia theo dấu hiệu biến dạng : các phần tử 
của khái niệm được phân chia có một số thuộc tính , có thể sử 
dụng các thuộc tính bhác nhau làm cơ sở để phân chia . Khi thay 
đổi cơ sở phân chia , chúng ta nhộn được sự phân chia khái 
niệm theo dấu hiệu biến dạng . 

f Ví dụ 1: Phân chỉa khúi niệm tam giác theo cúc cạnh oề 
các góc : 
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Cả 3 cạnh 
bằng nhau 


không có 


Ví dụ 3: Phương trình đại số có thể được phân loại 
theo hai cơ sở : 
e Số lượng ẩn số : ta có phương trình 1 ẩn số, phương trình 
2án,. 
«Ổ Lũy thàu cao nhất của ổn số : ta có phương trình bậc 

nhất ,, phương trình bậc 2, 

Sử dụng đông thời hai cơ sở nháy loại này chúng ta được lớp 
các phương trình bộc nhất uới hai ẩn số, hoặc là lớp các phương 

.trình bậc 2 uới một ẩn số... 

f Ví dụ 4 : Nếu phân chía khái niệm số tự nhiên đông 
thời theo hai cơ sở : theo dấu hiệu chỉa hết 
cho 92 uà dấu hiệu chỉa hết cho 3 thì chúng ta 
nhận được lớp các số tự nhiên chia hết cho 6. 

H Chó ý : 

e Việc lựa chọn dấu hiệu để phân chia phụ thuộc vào mục 
đích của phân chia , phụ thuộc vào nhiệm vụ dạy học , trong đó 
có việc giải quyết các nhiệm vụ do thực tế đời sống đặt ra . 

e Một đòi hỏi quan trọng nhất đối với cơ sở để phân chia 
khái niệm là tính khách quan Chẳng hạn không thể chia các 
cuốn sách thành các cuốn sách hay và không hay ; không thể 
chia các định lý thành các định lý dễ và khó , bởi lẽ các cơ sở để 
phân chia này mang tính chất chủ quan. Trong thực tế ế dạy học 
điều dễ nhận thấy là một định lý có thể dễ đối với một số học 
sinh song lại khó đối với nhiều học sinh khác ‹ 

6.3.2. Phép nhị phân : chia ngoại điên của khải niệm được 
phân chia thành hai khái niệm chủng có quan hệ mâu thuẫn 
nhau „ trong đó một trong hai khói niệm chủng này có thuộc tính 
P, bhái niệm chủng còn lại không có thuộc tính P. 

Giả sử khái niệm a được phân chia có ngoại điễn là A và x là 
một phần tự của ÀA . Nếu x có tính chất P¡ ta viết P;(x) còn nếu x 
không có tính chất P¡ ta viết P,œ) 

Phân chia A theo đấu hiệu P¡ ta nhận được hai lớp con : 

=Í[xeA:P,(œ)} và Ai=keA:R,œ} 
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Hiển nhiên :A¡ ¬ A, = Ø và Ai (¿ A,=A. Phép nhị phân 
thỏa mãn tất cả các đòi hỏi đối với việc phân chỉa khái niệm . 

Giả sử cũng với phép nhị phân , chúng ta chia được tập A; 
thành hai lớp con căn cứ vào dấu hiệu P; : 

Aa= (xeA;, :Py(œ)} và À; =k€Ái¡ :B,@} 

Dễ thấy : Az ¬ Ä, = Ø và A;\¿ Â;=Ái 

Tiếp tục quá trình này chúng ta nhận được phép phân chia 
khái niệm đœ giai đoạn dựa trên cơ sở phép nhị phân biểu diễn 


bằng sơ đồ sau : == @© 
@A) œ 
SN SẾ 
lên) —- 


f1 Ví dụ1 : Phân chia tập hợp các hình chóp thành : các 
hình chóp đều oà các hình chóp không đều . 

1 Ví dụ 3 : Phân chia các đường thẳng trong không 
gian thành hai lớp : lớp các đường thẳng 
chéo nhau các đường thẳng nằm trong mặt 
phẳng . 

1 Ví dụ 3 : Phân chia tập hợp các phương trình thành 
các phương trình bậc nhất uà phương trình 
không bậc nhất . 

H1 Chú ý, : Phép nhị phân có ưu điểm là bảo đảm bốn quy 
tắc bắt buộc đối uới một phân chia khái niệm . 

H Chú ý; : Nhược điểm của phép nhị phân là sau khi phân 
chia ngoại diễn của khái niệm loại thành hai bhái 
niệm chủng có quan hệ mâu thuần nhau thì một 
trong hai khái niệm chủng này có ngoại diễn rất 
khó xác định . ` 

Chẳng hạn nếu chia phương trình lượng -..- thành phương 
trình lượng giác cơ bản và phương trình lượng ziác không cơ 


ˆ 
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bản thì ngoại điên của khái niệm chủng : phương trình lượng 

giác không cơ bản quả là khó xác định . 

fI Chú ý, : Phép nhị phán cũng thường được sử dụng khi 
phân hoạch tập hợp các đối tượng đồng thời theo 
một số dấu hiệu . 

Giả sử phân c† chia tập A theo dấu hiệu P; ta ram được hai tập 
con là A¡ và rW ,„ còn khi phân chia tập A theo dấu hiệu P; ta 
nhận được hai tập con là B; và B, . Ở đó P; và P; là hai dấu 
hiệu độc lập với nhau . Vấn đề đặt ra là hai phép phân chia này 
tạo ra bao nhiêu lớp không giao nhau . 

%®” Xét ví dụ : Gọi A lò tập hợp tất cả các tam giác . 

®ỐP; là dấu hiệu : tam giác đã cho lò tưm giác cân . 
e P; là dấu hiệu tam giác đã cho là tam giác uuông . 
Lập bảng chân lý : 


thành 
BENNL7T 0 
im se Tan 
L1 aLitetêx Adh xà 


^ 


Cơ sở phân chia 


Tam giác vuông cân 
Tam giác cân không vuông 


Tam giác vuông không cân 
Tam giác không vuông, cân 


Biểu đô Venn Euler : 


Dễ dàng kiểm tra thấy rằng :K, ¬K, = Ønếu ¡ :j (Ì, j = 14) 
K,ạUK; U¿Kz R„= A 
Nhận sét : 
~ Nếu phân chia tập hợp A theo một dấu. ấu hiệu P; thì sẽ tạo. 
thành hai lớp hông giao nhau Á; Uuà rw mù A; W =A 
~ Khi phân chia tập A theo hai dấu hiệu độc lập P› uà P› sẽ 
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tạo thành bốn lớp đôi một bhông giao nhau và : 
KK¿ /VR UK¿= A \ 

#” Một cách tổng quát ta có định lý : nếu phân hoạch tập hợp 
A theo n dấu hiệu độc lập P,, P:.... P„ thì sẽ tạo thành 2" lớp 
con đôi một không giao nhau Fn là số nguyên dương ). 

Ta chứng minh dịnh lý bằng phương pháp quy nạp toán 
học : 

- Với n =1 theo nhận xét trên đây định lý đúng. 

- Giả sử đúng với n = k : Nếu phân hoạch tập A theo k đấu 
hiệu độc lập P\, P;,..., P, thì sẽ tạo thành 2* lớp con đôi một 
không giao nhau . 

- Cần chứng minh định lý cùng đúng với:n=kx+l . 

Giả sử chúng ta thêm vào k dấu hiệu P\ ;P¿,... Pu một dấu 
hiệu mới P,,; + 1. Dấu hiệu này tạo ra hai lớp con là A,.¡ và 
Ayu ở đó Ay,i = (xe A:P,,}A,. = ke A:FaGœ)} , hai lớp 
con này giao với tất cả các lớp đã có. Có tất cả 2 lớp giao với 


Âw.:¡ và 2* lớp giao nhau với Â,,„. 


Do đó có tổng cộng 2* + 2* = 2! , Tức nếu phân hoạch tập A 


theo k + 1 dấu hiệu độc lập sẽ tạo thành 2**' lớp con 
Kết luận : Định lý đã cho đúng với mọi n 

#' Nhận xét : định lý trên đây có thể được áp dụng uào giải 
các bài toán bằng cách sử dụng một cách hợp lý biểu đồ 
Venn-Euler mình họa cho uiệc phân hoạch một lập hợp ra các 
lớp con. 
VAI TRÒ CỦA PHÂN CHIA KHÁI NIỆM 

6.4.1. Cho học sinh làm quen với phân chia khái niệm, 
đồng thời biết tiến hành phân chỉa khái niệm , phân 
hoạch tập hợp các đối tượng ra các lớp có một vai trò 
quan trọng trong việc hình thành khái niệm và phát triển 
tư duy logic cho học sinh 


Phân chia khái niệm có giá trị nhận thức to lớn về các đối 
tượng và hiện tượng bởi vì việc tách ra những khái niệm chủng 


185 


.. 


mà chúng ta quan tâm cho phép nghiên cứu chúng một cách sâu 
sắc hơn , đầy đủ hơn. Chính đo việc nghiên cứu sâu các khái 
niệm chủng mà chúng ta được hình dung rõ ràng hơn đầy đủ hơn 
các khái niệm loại . 

Chẳng hạn , khi giải phương trình bậc hai chúng ta phân ra 
thành các dạng đẩy đủ và không đầy đủ, và sau những việc làm 
như vậy ở học sinh hình thành được sự hình dung đây đủ hơn về 
lớp các phương trình bậc hai . 

6.4.5. Sử dụng phương pháp phân chia khái niệm trong 
các bài toán hình học (dựng hình , xét vị trí tương đối .. .) 
giúp chúng ta biện luận được triệt để , không bỏ sót các 
trường hợp . Qua đó rèn luyện tính lính hoạt trong tư duy . 

Phương pháp phân chia khái niệm sử dụng các Bài toán Số 
học và Đại số có chứa tham số giúp cho việc giải và biện luận 
vừa triệt để ; cách trình bày lại rõ ràng, sáng sủa và hợp lý . 


§7 ĐƯI CÁC KHÁI NIỆM VÀO GIÁO TRÌNH TOÁN 


1) iNH NGHĨA LÀ PHƯƠNG PHÁP CƠ BẢN ĐỀ ĐƯA 
VÀO CÁC KHÁI NIỆAA 
Khái niệm “Số ” là khái niệm cơ bản , ban đầu của số học . 
ˆ Khái niệm số được đưa vào từ những giờ học đầu tiên ở Lớp 1 
như là một khái niệm - thuật ngữ . Điều đó được kéo dài cho hết 
Cấp I và không cần bất kỳ sự mô tả nào . 

Ngoại diễn của khái niệm “Số ” được mở rộng dần dần trong 
quá trình dạy học . Như ta thấy , thuật ngữ “Số ” được sử dụng 
lúc đầu là chưa chính xác : nó chỉ tạm thời bao gồm số 0 và các 
số tự nhiên . Cho tới hết Lớp 4, đốt với học sinh là chưa có khái 
niệm - thuật ngữ “ Số tự nhiên ”. 

Nguyên nhân không chỉ ở chỗ thuật ngữ “Số ” vừa tiện lợi vừa 
đỡ công kênh hơn thuẫt ngữ “ Số £ự nhiên ” mà còn là ở chỗ học 
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sinh còn chưa hiểu được sự cân thiết phải bổ sung vào thuật ngữ 
“Số” từ * tự nhiên ”. 

Trong Chương ï Toán Lớp ð, lần đâu tiên khái niệm - thuật 
ngữ “Số £ự nhiên” được đưa vào qua khái niệm ban đầu “Số * như 
sau : “ Các số 0, 1,2, 3, 4,..., 9, 10, 11... là các số tự nhiên 
. Số 0 là số tự nhiên bé nhất .. Thêm 1 uào một số tự nhiên ta 
được số tự nhiên liên sau số đó ”. 

Việc đưa vào thuật ngữ “Số £ự nhiên ” ở thời điểm này là thực 
sự cần thiết để chuẩn bị cho việc vào trong Chương II sau đó 
khá: niệm “Số thập phân Phân số ”. 

Đau khi hệ thống hoá , bổ sung và nghiên cứu sâu hơn về số tự 
nhiên và các phân số đơn giản nhất, ở Lớp ð, Lớp cuối Cấp l, 
Học sinh học tương đối kỹ về số thập phân vày các phép tính về 
số thập phân . Việc nghiên cứu sâu về số thập phân trước các 
phân số thường (các phép tính về phân số thường chỉ đượể học 
_,kỹ ở Lớp 6 - cấp 1D là hoàn toàn hợp lý, phản ánh một tình 
hình là : Các số thập phân uà các số tự nhiên có cấu trúc thập 
phân thống nhất , có thuật toán thực hiện phép tính tương tự uà 
do đó có thể sử dụng tính bế thừa này để nghiên cứu các số thập 
phân ngay sơu khi học sinh học uê số tự nhiên (em các quy tẮc 
cộng ,trừ , nhân, chia các số thập phân . Toán 5 trang 73 - 76 ~ 
80 - 83 - 93 _— 94) | 

Ở Lớp 7, học sinh được học về tập hợp các sẽ nguyên và tập 
hợp các số hữu tỷ .Việc hình thành các khái niệm số oô ¿$ và số 
thực được hoàn thiện ở Lớp 9. 

“Một số uô tý là một số thập phân uô hạn hông tuần hoàn ”. 

“Tập hợp các số hữu tỷ uà uô tỷ gọi là số thực ” 

(Đại số 9, trang 17, 18 ~- NXBGD - 1977) 

Tập hợp các số thực được định nghĩa bằng phương pháp kiến 
tạo : khái niệm số thực được kiến tạo do sự phối hợp các khái 
niệm số hữu tỷ và số vô tỷ . Tập hợp các số hữu tỷ cũng có thể 
được định nghĩa bằng phương pháp kiến tạo : hợp của các số 
nguyên vá các phân số. : 

Khái niệm “ Sở “ là một khái niệm toán học quan trọng nhất 
việc mở rộng có hệ thống khái niệm này là một trong những tư 


187 


tưởng cơ bản phát triển giáo trình Toán học ở trường Phổ thông 
mà bất kỳ một Giáo viên Toán nào không thể không nắm được - 
73) PHƯƠNG PHÁP SUY DIỄN TRỪU TƯỢNG 

cà» pháp suy diễn trừu tượng được sử dụng để đưa vào 
khái niệm khi mà khái niệm mới hoàn toàn được chuẩn bị do 
việc nghiên cứu các khái niệm có trước, trong số đó có khái 
niệm loại gần nhất và sự khác biệt của chúng là đơn giản và dễ 
hiểu đối với Học sinh . 

Đôi khi việc chứng minh sự tồn tại của khái niệm vừa được 
đưa vào cùng với sự đuy nhất của nó cũng được áp dụng ở Phổ 
thông . 

Chẳng hạn, tính duy nhất của đường thẳng di qua một điểm 
cho trước và song song với một đường thẳng chỉ được khẳng 
định qua tiên để Euclide (Hình bọc 7 - trang 26 NXBGD 1987) . 

Cũng trong Hình học 7, Bài toán 2 trang 23 : “ Chứng minh 
rẻng nếu hai đường thẳng cùng 0uuông góc uới đường thẳng thứ 
ba (ùì chúng song song uới nhau ” để khẳng định các đường 

l thẳng song song là thực sự tôn tại . 
( PHƯƠNG PHÁẮP QUY NẠP - CỤ THỂ 
ược ấp dụng để đưa vào khái niệm mới gắn liền với việc xem 
xét các ví dụ cụ thể và bằng các hoạt động tư duy phân tích , ao 
sánh , trừu tượng hoá, khái quát hoá , tổng hợp dẫn dắt Học 
sinh tới khái niệm mới. 
Chẳng hạn việc đưa vào khái niệm đại lượng tỷ lệ thuận ở Lớp 
5 được bắt đầu từ việc xem xét bảng chứa các cặp các giá trị 
tương ứng của thời gian và quãng đường trong một chuyển động 
đầu . : 
PHƯƠNG PHÁP CÁC BÀI TOÁN HỢP LÝ 

Nhờ bài toán được lựa chọn một các đặc biệt , Học sinh có thể 
đi tới kết luận về việc cần thiết phải đưa vào một khái niệm mới 
và tên gọi gấn liền với khái niệm đó . 
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Ở Phổ thông phương pháp này có ý nghĩa quan trọng bởi lẽ nó 
có thể chỉ cho Học sinh thấy được logic phát triển bên trong 
Toán học , nâng cao hứng thú học Toán cho Học sinh . 

Nhờ các bài toán hợp lý , Học sinh tiếp cận tới các khái niệm 
như “ Phương trình ” ; “nghiệm của phương trình” ; “ các phép 
toán cộng , trừ, nhân , chia trên các số tự nhiên , các phân số 
thập phân . phân số thường , các số âm „ số đương... “. 

Chẳng hạn , phương pháp các bài toán hợp lý được sử dụng khi 
mở rộng khái niệm phép nhân khi học về phản số. Nó giải 
thích sự cần thiết phải đưa vào khái niệm mới “ nhân phân số ” 
bởi lẽ định nghĩa phép nhân như là phép cộng các số hạng bằng 
nhau trong hợp nhân các phân số là không có nghĩa. Toán 6 đã 
sử dụng bài toán “Tính diện tích một bình chữ nhật có chiều dài 


ng và chiều rộng mm ” trước khi đi tới quy tắc nhân phân số 
Đ 
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ŒĐ) Suư LUẬN T0ÉN Học 


suy LUẬN 

S luận là một quá trình suy nghĩ để rút ra một mệnh để mới 
từ một hoặc nhiều mệnh đề đã có trước. Các mệnh đề đã có 
trước gọi là tiền đề của suy luận . Mệnh để mới rút ra được gọi 
là hệ quả hay là kết luận 

Một suy luận bất kỳ nói chung có cấu trúc logic A => B, trong 
đó A là tiên để , B là kết luận . Cấu trúc logic phản ánh cách 
thức rút ra kết luận tức là cách lập luận . 

SUY DIỄN 

Một trong những khác biệt giữa Toán học và một số khoa học 
khác như Vật lý , Hoá học, đó là sự xây dựng lý thuyết suy diễn 

Suy diễn là một suy luận hợp logic đi từ cái đúng chung đến 
kết luận cho các riêng . 

Nét đặc trưng của suy diễn là suy luận theo những quy tắc logic 
tổng quát , xác nhận rằng nếu tiền dẫn: là đúng thì kết luận rút 
ra cũng đúng . 

Xét suy luận với cấu trúc logic A = B.. Nếu mệnh đề kéo theo 
A = B hằng đúng thì suy luận được gọi là suy luận hợp logic . 
Lúc đó B được gọi là hệ quả logie hoặc kết luận logic 

Trong suy luận hợp logic, nếu A đúng thì B đúng, còn nếu Á 
sai thì B có thể đúng cũng có thể sai. Như vậy , đối với một suy 
luận hợp logic , kết luận logic có thể đúng và cũng có thể sai 

Để đảm bảo tính chất đúng đắn của một suy diễn thì : các tiễn 
đề cúa suy luận phải đúng 0ò đồng thời suy luận phải hợp logic 
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Một suy luận hợp logic dạng A = B ; hoặc A¡A;... A;. >B 
1a. À . Ải;:À,;:... JÂ, 
được ký hiệu P B h NEƯGG:HƯÖgg 
Chúng ta xét một số ví dụ 
.H Ví dụ 1: Xét? suy luận, ta biết rằng nếu một tứ giác có tổng 
hai góc đối diện bằng 180° thì tứ giác nội tiếp 
được đường tròn . Bởi uì, hình uuông có tổng hai 
góc đối điện bằng 1802, nên hình uuông nội tiếp 
được một đường tròn . Suy luận này có cấu trúc 
logic :(A =B) A = B. Đây lờ một suy luận hợp 
logic 
[ Ví dụ 3: ÄXé/ suy luận, ta biết rằng một tứ giác đều thì 
ngoại tiếp được một đường tròn . Bởi 0ì, tú giác 
ABCD ngoại tiếp được một đường tròn , do đó 
ABCD là tứ giác đêu . Suy luận trên đây có cấu 
- trúc logic :( A =B) B >A. Đây không phải lò 
một suy luận hợp logic l 
D Ví dụ 3: Xé/ suy luận , ta biết rằng một hình bình hành có 
hai đường chéo uuông góc ưới nhat thì nó là hình 
thoi. Bởi 0ì, hình bình hành ABCD có hai 
đường chéo không uuông góc, cho nên hình bình 
hành ABCD không là hình thoi. Suy luận trên 
đây có cấu trúc logic : (A =› B) A = B.. Đây 
không phải là suy luận hợp logic cho dù bết luận 
là đúng . 
Các quy tắc suy diễn thông dụng : 
1/ Quy tíc phân đáo : ÊŠ 
B=A. 
_Ôò Àôê (BC) 
` B=(A=>CŒ) 
_A=(B=C) 
' ABC 
,„_ ÂB=C 
` A(@®đ=O@ 


%/ Hoán vị tiên để 
3/ Kết hợp tiên đề 


4/ Tách tiên đề 
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A=BC A=BC 
A=B`A=C 
AB AB 
A=B`AB 


5/ 


7í Phản đảo mở rộng: ÂÖ C 


ACE=B 


^ 
u: ĐÁ gà M Á vụ MỐ 
B B A 


A=B,A 
B 


A=B.B 
A 


13/ Modusponens : 


14/ Modustollena : 


15/ Bắc cầu (tam đoạn luận giá định); ÂB.Ê = € 

— A=C 
(13) quy NẠP (RÉCURRENCE) 

Chúng ta gọi các kết luận được rút ra trên cơ sở các quan sát 
và thực nghiệm , tức là những kết quả nhận được bằng con 
đường xem xét các trường hợp riêng và sau đó khái quát lên 
thành nhừng kết luận có tính quy Luật cho các (trường hợp tổng 
quát là suy luận quy nạp . 

1.3.1. Quy nạp hoàn toàn : 

Phương pháp quy nạp hoàn toàn được sử dụng rộng rãi để 
chứng mỉnh định lý và giải toán 

Trong phương pháp quy nạp hoàn toàn , khẳng định chung 
được chứng mình là đúng trong mỗi một trường hợp riêng có thể 
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xảy ra, do đó , mặc dù được gọi là quy nạp . nhưng ta vẫn phải 
xem quy nạp hoàn toàn là suy luận thuộc loại suy diễn . 

Thật vậy để có thể áp dụng được phương pháp suy luận này , 
chúng ta phải đưa về việc phân chia các trường hợp chung thành 
một số hữu hạn các trường hợp riêng có thể có và chứng mình 
khẳng định là đúng trong tất cả các trường hợp riêng 
H1 Ví dụ 1: Chứng mừnh rằng uới mọi số thựt q oờ b, ta 

đêu có : la +b \ <lœl + ibl . Dấu đẳng thức 
xởy ra khi nào ? 
Giải 
Xét bốn trường hợp sau đây : 
s« Nếu a>0 ,b>z0. Khi đó: a +b>0; đo đó : 
la +bi =a+b= lai + lIbl. 
Vậy bất đẳng thức đã cho đúng 
e Nếu a>0;b<0. Khi đó:b<a+b<a 
Do đó : la + bl không thể vượt quá số lớn nhất trong hai số 
lai và Ibl.. Vậy : la + bí < lal + Ibl 
e Nếu a<0,b>0. Lập luận tương tự như trường hợp thứ 
hai, ta có : la +bl < tal + Ibl 
« Nếu a<0,b<0. Khi đó:a+b<0 
la+ bl = -{a + b) = (-a) + (b) = lai + !bl 
Vậy bất đẳng thức đúng 
Tóm lại với mọi a, b ta có : la +bl < lai + Ibl (đpem) . 
Trong chứng mỉnh trên đây ta thấy , dấu đẳng thức xảy ra khi 
và chỉ khia,bcùng dấu 
(IVídụ2: Chứng minh rằng phương trình sau đây 
không có nghiệm số thực : 
1999x“ + 1998xˆ + 2000x? + 1997+ + 1999 = 0 
Giải 
Xét ba trường hợp : 

« Nếu x >9: vế trái là tống của các số dương . Vậy phương 

trình vô nghiệm 

« Nếu : -1 <x < 0. Khi đó : x + 1 >0 
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Phương trình đã cho tương đương với : 
1999x' + 1998x”(x + 1) + 2x? + 1997(x + 1)+ 2= 0 
Vế trái của phương trình đương . Vậy phương trình vố nghiệm 
e« Nếu : x <_—I.. Khi đó :x + 1< 0©x(x +1)>0 
Phương trình đã cho tương đương với : 
x' + 1998x” (x + 1) + 8x? + 1997x(x + 1) + 1999 = 0 
Vế trái của phương trình dương, vậy phương trình vô nghiệm 

Trong mọi trường hợp ta đều có phương trình vô nghiệm 
(đpcm) 

1.3.2. Quy. nạp không hoàn toàn : 

Quy nạp không hoàn toàn là phép suy luận đi từ cái đúng riêng 
đến kết luận cho các chung đi từ một hiện tượng đơn nhất đến 
kết luận cho các hiện tượng phổ biến . 

Nét đặc trưng của suy luận là ở chỗ không có quy tắc chung chơ 
quá trình suy luận mà chỉ dựa trên cơ sở nhận xét và kiểm 
nghiệm . 

ŒI Ví dụ 1 : Xưất phát từ nhận xét : 
9?'+ 1= š là một số nguyên tố 
_ 8?! + 1= 17 là một số nguyên tố 

Fermat đã đi tới nhận xét tổng quát : 2°” + 1 là số nguyên 
tế tới mọi n = 1, 3, 3,.. 

Œ Ví dụ 9: Xưất phát từ nhận xét 

Với a; >0, œ2 >0 fd cô : đ¡ + g¿ > 2ja,a; = = daya; + {a:a, 

Người ta đi đến kết luận tổng quát: 

Với mọi a,, qd›,... an không âm, ta có bất đẳng thức : 

đ¡+ Gy +... .+ đụ > jJa,a; +Ja;q; +... + {a„a, 
1 Ví dụ 3 : Xưất phớt từ nhận xét : 
4=2+2;6=3+ởð,8=đjt5... 

Nhà toán học Đức - Golbach di tới kết luận tổng quát : 
Một số chân bất kỳ lớn hơn 2 đêu là tổng của hai số 
nguyên tố. 
ñ1 Ví dụ 4: Xuất phát từ nhận xét ˆ 

ZØ=2+r2+ 3;9=2+2+ð5ð;... 
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Nhà toán học Thụy sĩ — Euler đi tới kết luận tổng quát : 
Một số lẻ bất kỳ lớn hơn 5 đêu là tổng của ba số nguyên tố 

Nhận thấy, các kết luận rút ra từ phép quy nạp không hoàn 
toàn có thể đúng, có thể sai, nó có tính chất dự đoán 

» Nếu bằng suy diễn , ta chứng minh được dự doán đó là đúng 
thì dự đoán đó trở thành một định lý (ví dụ 2) 

s Nếu bằng một phản ví dụ , ta chỉ ra dự đoán là sai thì có 
thể bác bỏ được dự đoán . Nhà toán học Thụy sỹ ~'Euler - Viện 
sĩ viện hàn lâm khoa học Petersbourg (thế kỷ 18) đã chỉ ra rằng ; 
khi n = ð thì số 2# + 1 là một hợp số vì nó chia hết cho 641. 

s Nếu chưa chứng minh được là đúng hoặc là sai thì dự đoán 
trở thành một giả thuyết . 

Trong Ví dụ 3 và Ví dụ 4, chúng ta nhận được hai giả thuyết 
Gold Bach và giả thuyết Puler. Giả thuyết Gold Bach và giả 
thuyết Euler cho đến nay vẫn còn được chứng minh một cách 
triệt để . 

Nhà toán học Nga - Viện sĩ VINOGRADOV chứng minh được 
rằng : Một số chăn đủ lớn dâu là tổng của bốn số nguyên tố. 

Trải qua các thời kỳ phát triển khác nhau ; Toán học có rất 
nhiều các giả thuyết . Chính các giả thuyết này đã góp phần 
không nhỏ thúc đẩy sự phát triển mạnh mẽ của Toán học 

Đối với phép quy nạp không hoàn toàn , đặc biệt hóa và khái 
quát hóa được xem là các thủ thuật logic tư duy chủ yếu có ý 
nghĩa cực kỳ quan trọng trong khi tiến hành suy luận . 

Khái quát hóa có ý nghĩa là sự chuyển những kiến thức đã có 
lên một mức độ cao hơn dựa trên cơ sở xác định được tính chất 
chung hoặc là các quan hệ phổ biến nhất của các đối tượng đang 
xét. Chính vì vậy trong khi tiến hành khái quát hóa yêu cầu 
phải thấy được những nét chung duy nhất các mệnh để riêng 
biệt. 

Khái quát hóa bao giờ cũng gắn liễn với trừu tượng hóa , trừu 
tượng hóa chính là để khái quát hoá và ngược lại, sẽ không 
khái quát hóa được theo những phương hướng đúng đấn nếu 
không nắm được phương pháp trừu tượng hóa. Trong khi thực 
hiện phép quy nạp không hoàn toàn tuỳ theo khuynh hướng của 
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sự trừu tượng hóa , chúng ta có thể có những cách khác nhau khi 
tiến hành khái quát hóa . 
f1 Ví dụ 1 : Chứng mình rằng uới mọi số thực không âm 
a¡ 0ò da ta đều có : Ta ayg, - 


ø Nếu xét theo hướng : trung bình cộng uà trung bình nhân 
ta có thể khái quát hoá rhư sau . 
Cho n số thực không âm d;, qds... .o„. Chứng mình rằng ta có 


bất đẳng thức Cauchy : TT ng tịa;đ;...a„ 
n 
ø Nếu xét theo hướng : 


đ; +0; -- 


1 1 + 
>v{@,ơy ©—q,;+—g; >0,2d;2 


2 2 


- VÌ ,Me s(nMe) 


Quan tâm đến dấu hiệu : 2 +2 = 1 ;Ja, z0 ; vo; >0 
\ 


Chúng ta có bài toán sau đây : 
Giả sử q uà b là hai số thoả mãn điều biện a > 1, b > 1 uà 
Z+Ÿ =1. Khi đó uới mọi u„ u >0 ; ta có bất đẳng thức : 
g L) 
Ea >uu. Dấu đẳng thức xảy ra khi uà chỉ khi u^ = u° 


(Bất đẳng thức Höïlder ) 
D Ví dụ 2: 
Chứng mình rằng , nếu x uà y là hoi số thực thoả mồn 0 <x, y < ø 
thì ta luôn luôn có bất đẳng thúc : 
sa SE?) „ Sin x + sin y 
2 
Chúng ta đề xuất bài toán khái quát : Chúng mình rằng nếu 
*:,3;.. „ Xu lò n số thực thoả mãn điều biện : Ú Ấ#\ ; Xa /..; Xa < 
thì ta luôn có : 
si +Xz +... + X„ ) „ S3; + SN 3; +... + SỬA Xu 


tt L2 
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lại có bài toán : Chứng mình rằng nếu x, y là hai số thoả mãn 


E_ Xxz;y< 5 thì luôn có bất đẳng thức : 


x+ CO§ # + C0 
cao [#2] „2832 sxz 
Chúng ta lại đề xuất bài toứn bhái quát Chứng mình rằng nếu 
X:, *Xz,.. „, Yu, là n số thực thoả mãn s=: XÄ;, #¿,.. .#u < n thì 
£q luôn có : 


+Xo+..,+X CO8 X;y + C08 +...+C08 
c5 2 =Ì› 1 Xa bẩn] 


1 1 


Đau khi chứng minh tính chất đúng đắn cúa hai bài toán khái 
quát trên đây , nếu chúng ta chỉ quan tâm tới tính chất các hàm 
số xác định liên tục trên đoạn [a ; bị thỏa mãn điều kiện 


= se)» TH với xị , xạ thuộc [a ; bì thì chúng ta có 


2 
thể đề xuất bài toán khái quát sau đây : 
Cho hàm số y = ffx) xác định ué liên tục trên đoan [a ; bị thoả 
- . ;Í%, te NI: f(+x,)+ƒ(+,) 
mãn : f 5 > 5i 
Chứng mình rằng khi đó ta cũng có bốt đẳng thức : 
{* +*a 2 BH D ƒ(x,) + f(x;)+...+ f(x,) 


" j n 


Uuới mọi xị, x¿ thuộc {a ; bị. 


VX:,3s,..., Xa cÍa, bị (BĐT đJJensen) 
Trong phép quy nạp không hoàn toàn , khi tiến hành một phép 
thử thì chúng ta đã đặc biệt hóa dự đoán trong một trường hợp 
riêng đó . Đối với các giả thuyết của bài toán khái quát hóa , đặc 
biệt hóa có tác dụng như sau : Nếu bằng đặc biệt hóa tœ được 
một mệnh đẻ đúng thì càng thêm tin tưởng uào giả thuyết là 
đúng , còn nếu qua đặc biệt hóa ta nhận được một mệnh đề sai 
thì ta có thể hoàn toàn bác bỏ dự đoán . 
Phép tương tự có thể được xem là một hình thức biểu hiện của 
quy nạp không hoàn toàn . Thật vậy , phép tương tự là phép suy 


147 


luận đi từ một số thuộc tính giống nhau của hai đối tượng để rút 
ra kết luận về những thuộc tính giống nhau khác của hai đối 
tượng đó . Kết luận của phép tương tự có thể đúng, có thể sai, 
nó có tính chất dự đoán . 
Sơ đồ của phép suy luận tương tự như sau : 

« Đối tượng A có các thuộc tính ai ; 82; 8a. 

« Đối tượng B có các thuộc tính ai ; as ; 8a ; 4a. 

Kết luận đối tượng A có thuộc tính a¿. 

Phép quy nạp không hoàn toàn với các hình thức thể hiện của 
nó như phép tương tự , khái quát hóa , đặc biệt hóa đôi khi còn 
gợøi là suy luận nghe có lý , tức là các suy luận dựa vào thực 
nghiệm . 

Trong Toán học cũng như trong các Khoa học tự nhiên khác , 
người ta thường sử dụng quan sát và các suy luận nghe có lý để 
đưa ra các giả thuyết khoa học , khám phá ra các quy luật . Nói 
cách khác , các suy luận nghe có lý quan hệ mật thiết với nhau, 
bổ sung cho nhau trong quá trình tìm tòi và phát minh khoa học 

Các phép suy luận nghe có lý thường hợp tác với nhau một 
cách rất tự nhiên trong việc giải quyết nhiều văn để của Toán 
học . Trong quá trình dạy học môn Toán ở trường Phổ thông, 
Giáo viên cần suy nghĩ tìm tòi thông qua các ví dụ đã được lựa 
chọn cẩn thận và hợp lý làm cho học sinh hiểu được thế nào là 
đặc biệt hóa và tương tự, cần chú trọng đặc biệt tới các phép 
tương tự . 

Nhà sư phạm và là nhà Toán học nổi tiếng người Mỹ (gốc 
Hungari) - Polya có nhận xét : “ Trong Toún học sơ cấp cũng 
như trong Toán học cao cấp, phép tương tự có lẽ là có mặt trong 
mọi phát mình . Trong một số phát mình , phép tương tự chiếm 
Udi trò quan trọng hơn cả .” 

Còn đối với nhà thiên văn học tài ba Kepler (người Đức), 
người đã phát minh ra ba định luật nổi tiếng trong thiên văn 
học mang tên Kepler thì : "?9¿ uô càng biết ơn cóc phép tương tự 
, những người thầy đáng tin cậy nhất của tôi . Cúc phép tương tự 


148 


đã giúp lôi khám phá ra các bí mật của tự nhiên , đã giúp tôi 
Uượt qua được mọi trở ngợi " 

Quá trình khái quát hóa dựa trên sự vận dụng phép tương tự 
gắn liền với "phòng thí nghiệm "của tư duy sáng tạo . Có thể nói 
, đó là một trong những phương tiện quan trọng nhất của việc tự 
giáo đục tức là tự mở rộng và đào sâu các kiến thức đã có . 

Để có thể nắm một cách sâu sắc các khái niệm mới phương 
pháp giải quyết không thể chỉ là việc đưa vào các bài toán khó 
mà trước hết phải là sự trình bày một cách đồng thời các bài 
toán đã được khái quát hoá , các bài toán được rút ra từ phép 
tương tự mà việc giải quyết những bài toán này đồi hỏi sự nổ lực 
của bản thân người học trên cơ sở nắm vững phương pháp và 
đường lối giải quyết các bài toán trước đó . 

Trong đạy học môn Toán , người Thầy muốn rèn luyện cho Học 
sinh trí thông minh , khả năng độc lập sáng tạo thì cần phải 
biết tận dụng mọi cơ hội dạy cho học sinh biết cách quan sát , 
biết các dự đoán , biết cách khái quát , biết cách suy luận tương 
tự. 

Quan sát có mục đích để phát hiện một sự kiện Toán học lắp 
lại đều đặn , một lược đô , hay một quy tắc nào đó . 

Quan sát với sự chỉ đạo của một tư tưởng nhất định có nhiều 
may mắn dẫn tới các kết quả đáng chú ý. : 

Quan sát có thể dùng làm bàn đạp cho sự suy rộng và cho 
những giả định , học thuyết dự báo . Nhưng đó không phải là sự 
chứng minh . Cân phải bắt đầu từ quan sát, rỏi nhờ các phép 
tương tự quy nạp , khái quát hoá , đặc biệt hóa mà tập dượt 
.nghiên cứu , sáng tạo và phát minh trong Toán học . 

Chúng ta xét một ví dụ 

ñ Ví dụ I: Cho hình suông ABRCD. ï là một điểm bất kỳ 

trên cạnh AB (Ì khác A uà B). Tía DĨ cắt tia 
Cũ tại E. Đường thằng CÏ cắt đường thẳng 
AE tại M. Chứng minh rằr - . đường thẳng 
ĐE ouông góc sới đường th- M. 
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Giải 
Trên tia đối của tia AB, lấy điểm JJ sao cho AJ = BE 
Ta có : AEBA = AJAD (c.g.c) 
= AB L DJ 
Ta có : AJBC = ABECD (c.g.c) 
= JC LDE 
Gọi H là giao điểm của hai 
đường thắng AE và JC thì H là 
trực tâm của tam giác DEJ., Dễ 
thấy I là trực tâm của tam giác 
CEJ ; do đó đường thẳng CM D C 
vuông góc với đường thẳng JƑE . 
Suy ra CM song song với DH. 


Tam giác EDH có IM / DH, suy ra : - 


Tam giác ECD có IB  DC, suyra: —==— (2) 


Từ (1› và (2) suy ra : Mề_ BE _- BM /CH. 


MH BC 
BM/CHÍ _ BM 1L DE. 
CHIDE 


Sau khi giải xong Ví dụ 1, ta có nhận xét : u¿ I là điểm bất 
hì lấy trên cạnh AB (Ï khác A uờ B), ta luôn luôn nhận được 
kết quả là BM uuông góc uới DE tại F. 

Nói cách khác, nếu bình vuông ABCD cố định, điểm I lưu 


động trên cạnh AB (I khác A và B) thì BFD =.90°, do đó 
điểm F chạy trên đường tròn đường kính BD. Với cách nhìn 
nhận như vậy, chúng ta đi tới 
D Ví dụ 2 : Cho hình ouông ABCD cố định. Ï là một 
điểm lưu động trên cạnh AB (I khác A nò 
B). tiœ DI cắt tia CB tại E. Đường thằng 
BM cắt dường thẳng DE tại F. Tìm quý 
tích điểm F. 
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? 


(Quỹ tích điểm F là một phân tư đường 
tròn, đường kính BD loại trừ các điểm A 
uè B). 

Sau khi giải xong Ví dụ 2, một vấn đề đặt ra : Nếu lấy điểm 


1 trên cạnh AB thì BFD = 90°, uậy thì : nếu I là một điểm bất 
hì trên tia AB (ï khác A), bết quả còn đúng hay không ? Câu 
trả lời : kết quả vẫn còn đúng và ta có 
Ví dụ 3: Cho hình ouông ABCD cố định. Ï là một 
điểm thuy đổi trên tía AB (I khác A). Tìœ 
DI cắt tia CB tại E. Đường thẳng CI cắt 
đường thẳng AE tại M. Đường thẳng BM 
cắt đường thẳng DE tại F. Tùn quỹ tích 
điểm F' ? 
Trong trường hợp điểm B nằm giữa hai điểm A, I ta chọn 
điểm J trên cạnh AB sao cho : AJ = BE. 
Sau đó chứng minh tương tự như Ví dụ 1 sẽ nhận được kết 


.~ h 
quả : BFD = 90°. Quỹ tích là nữa đường tròn đường kính BD 
(trừ A). : 

Việc chuyển từ Ví dụ-1 sang các Ví dụ 2 và Ví dụ 3 sẽ được 
định hình ngay, nếu như ta sử dụng phương pháp tọa độ để 
giải Ví dụ 1. : 

Thật vậy, chọn hệ trục tọa độ 
như hình vẽ, và để cho gọn ta chọn 
đơn vị : DA = DC = 1 


ơn 

Đặt : CDE =m 
Ta có, trong hệ trục tọa độ đã - 
chọn các điểm sẽ có tọa độ : 
A(0; 1), B ; 1), C(1 ; 0), D(0 ; 0), E(1 ; tgm), I(cotgm ; 1). 
Khi đó, phương trình của đường thẳng AE là : 

y_—1 x-0 `“ ; 

Sen | S0 SỰ 6 LÊ 


Phương trình đường thẳng CI là : 


1ã1 


— €otgm ~1 

Từ đó suy ra giao điểm M của các đường thắng AE và CŨ có 
tọa độ lxe——=S1m...... ;¡y= =—==.`.--- 

co gm + tgm — 1 (cot gm — IXcot gm + tgm - 1) 

- Viết phương trình đường thẳng BM, ta suy ra được đường 
thắng BM có hệ số góc là -cotgm. 

Đường thẳng DE có hệ số góc là tgm 

Bởi vì : (cotgm).tgm = -1 nên đường thẳng DE vuông góc 
với đường thẳng BM. 

Sử dụng phương pháp tọa độ để giải Ví dụ 1, ta thấy ngay 


được,, góc cDk = m có thể được xác định một cách tùy ý chỉ 
cần m z 90° và m + 0° để tgm và cotgm xác định ta vẫn có hai 
đường thẳng DE và BM vuông góc với nhau. Chúng ta đi tới : 
[l Ví dụ 4: Cho hình suông ABCD cố định . Ï là một 
điểm chuyển động trên đường thẳng AB (I 
khác A). Đường thẳng DI cắt đường tthằng 
CB tại E. Đường thẳng CI cắt đường thẳng 
AE tại M. Đường thẳng BM cốt đường 
thẳng DE tại F. Tìm quỹ tích diểm F ? 
(Quỹ tích là đường tròn đường kính BD). 
Bây giờ chúng ta xét bài toán đưới một góc độ khác. Xét 
một vị trí của điểm I trên tìa đối của tia AB. 
Nếu thay đổi cách xem xét cấu trúc của hình vẽ, xem BD là 
phân giác của góc vuông [BE của tam giác IBE, còn BF là 
đường cao thuộc cạnh huyền , chúng ta di tới Ví dụ 5 sau đây. 


ươm 

HVi dụð: Cho AABC ( C = 90). oẽ phân giác CD ouà 
đường cao CH. Từ D dựng DE oà DF lần 
lượt uuông góc uới cạnh CH uà cạnh CA. 
(Điểm E trên cạnh CH tà điểm EF trên 
cạnh CA). Chứng mình rằng các đường 
thẳng CH, AE uà BF đồng quy tại một 
điểm. 

(Sử dụng định lí đảo của định lí Céva có ngay kết quả). 
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(C14) PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 

1.4.1. Khái niệm về phương pháp quy nạp toán học 

Giả sử A;là một khẳng định phụ thuộc vào số tự nhiên n và 
chúng ta cần phải chứng minh A,„ đúng với mọi n. 

Trong trường hợp này, ta không thể sử dụng phép quy nạp 
hoàn toàn, bởi vì tập hợp số tự nhiên là vô hạn và không thể 
tiến hành việc kiểm tra tất cá các trường hợp riêng . Chúng 
ta cũng không thể sử dụng phép quy nạp không hoàn toàn bởi 
vì, như đã nhận xét, kết luận cửa phép quy nạp không hoàn 
toàn chỉ có tính chất dự đoán . 

Để khắc phục khó khăn này, người ta sử dụng một phương 
pháp suy luận đặc biệt được gọi là phương pháp quy nạp toán 
học và tiến hành chứng minh như sau : 

« Trước tiên, ta kiểm tra rằng khẳng định A; đúng. 
© Sau đó chứng tỏ rằng, từ tính chất đúng đắn của khẳng 
định A¿ (k > 1) cũng suy ra được A,,¡ đúng 

Khi dó, khẳng định A„ được coi là đúng với mọi số tự nhiên n > 1. 
Thật vậy, ta có, nếu A, thì A; đúng, nhưng A; đúng thì A, 
đúng, .... Tiếp tục lý luận như vậy, ta có Aa đúng Vn > L. : 

Phương pháp chứng mỉnh trên đây được gọi là phương pháp 
quy nạp toán học. Cơ sở của phương pháp chứng minh trên 
dây là nguyên lý quy nạp toán học. 

1.4.2. Nguyên lý quy nạp toán học 

Cơ sở của nguyên lý quy nạp toán học là tiên để thứ ð (còn 
gọi là tiên để quy nạp) của hệ tiên đề PÉANO và tập hợp số 
tự nhiên được xây dựng từ cuối Thế kỉ 19 
ˆ « Tiên để I: 1 là-số tự nhiên 

» Tiên để 2 : với mọi số tự nhiên a, có một số tự nhiên a" 
đi bền sau a: : 

» Tiên đề 3: số 1 không đi liên sau số tự nhiên nào. Nói 
cách khác, với mọi số tự nhiên a, ta có a” 
khác 1. 

s Tiên để 4: nấu a`” = b` thì a =b. Số tự nhiên đi bên 
sau số a là duy nhất. 
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e Tiên đề 5: (Tiên đề Quy nạp) nếu một tập hợp M các 


` 


số tự nhiên có tính chất : M chứa 1, nếu M 
chứa a thì M cũng chứa a`. Khi đó M trùng 
với tập hợp số tự nhiên ÌN . 


1.4.8. Một số hình thức khác của phương pháp quy 
nạp toán học 
Giả sử A„ ià một khẳng định phụ thuộc vào biến n. 
#” Hình thức 1 


se Bước 1 : chứng minh cho A¡ đúng 

e Bước 2: giả sử khẳng định A„ đúng (k > 1). Ta suy ra 
được A¿.;¡ cũng đúng. 

e Bước 3: Kết luận A„ đúng với mọi số tự nhiên n > 1. 


ˆ Hình thức 9 


se Bước † : chứng minh cho Ang đúng với nọ là một số 
nguyên nào đó, 

» Bước 2: giả sử khẳng định A, đúng (k > nụ) ta suy ra- 
được A;,; cũng đúng. 

e Bước 3: Kết luận À„ đúng với mọi số nguyên m > mo. 


" đình thức 3 


e Bước 1 : chứng minh cho Á) đúng . 
ø Bước 9: giả sử các khẳng định A;, A;,... Áy đúng, ta 
suy ra được Ày,¡ cũng đúng. 

« Bước 3: Kết luận Aa đúng với mọi số tự nhiên n > 1 
Hình thức 4 

s Bước L : chứng minh cho A(nạ) và Àn„ „¡ đứng với nọ c ÌN 
e Bước 9 : giả sử A¿.¡ và Ay đúng. Ta suy ra được Áy„ị 
` cũng đúng. 

e Bước 3: Kết luận A„ đúng với mọi n > nọ. 


1.4.4 Các ví dụ 
D Ví dụ 1: Chứng mình rằng uớÝ mọi số nguyên n > -2, 


ta có ; A„ = 6°? + 3"! + 89? chía hết cho 
11. 
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Giải 
s Với:n =-2, ta có A _¿ = 11 chia hết.cho 1t. 
Vậy khẳng định đúng khi : n = -2. R 
« Giá sử khẳng định đúng với n = k > -2, nghĩa là : 
Ay =6“ + 8"! + 3*'2? chịa hết cho 11 
Xét : Âu = g3tUr4 + ght1*4 + g2 
= 88.62 + 3(62°% + 3° + g**2) - g3.62“^ + GẠU, 
Bởi vì 38 và A„ đều chia hết cho 11, ta suy ra A¿„¡ ¡ 11 
Rết luận : Aa chia hết cho 11 với mọi n > ~3 
L Ví dụ 2: Chứng minh rằng : uới mọi số tự nhiên n 
ta có số : H„ = 11"°” + 12"! chỉa hết cho 
135. 
Giải 
« Khi n = 0 ta có : Bọ = 117 + 12 = 138 chia hết cho 133. 
Vậy khẳng định đúng với : n = 0 
® Giả sử khẳng định đúng với n = k > 0, nghĩa là số : 
Bụ = L1*'? + 122“! chia hết cho 133. 
Xét: By. = 11®9!)2 + 12282191 — 11/1192 + 144.122! 
= 11(T1*°!+ 12%) + 188.122! 
= 11B, + 198.122 
Bởi vì B, chia hết cho 133 nên suy ra B,,¡ chia hết che 
133. Ề 
Nói cách khác khẳng định đúng với : n = k + 1. 
s Kết luận : Bạ chia hết cho 183 với mọi số tự nhiên n. 

ñ Ví dụ 3: Chứng mình rằng : mọi số tự nhiên n > 9 
đêu phân tích được thành tích của một 
hoặc nhiêu thừa số nguyên tố. 

"Giải 
Gọi A„ là khẳng định : Số tự nhiên n phân tích được thành 
tích của một hoặc nhiêu thừa số nguyên tố 
_ ®Ồ Khin=2 Aa= 2.1: khẳng định đúng. 
e Giá sử A¿, Às,.. A, đúng . Ta cần chứng minh cho Áy„; 
cũng đúng. 
Xét số tự nhiên k + 1. Có hai khả năng có thể xảy ra. 
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e Nếu k + I là số nguyên tố thì : A¿,¡ = (k + 1).1 tức là 
khẳng định Ay,¡ đúng. 

e Nếu k + 1 là hợp số thì k + l= a¡.a¿ với các số tự 
nhiên: 2 < an ;¡ äa <Sk 

Theo giả thiết quy nạp, ai và a; có thể phân tích được 
thành tích của một hoặc nhiều thừa số nguyên tố. 

Khi đó : Ay,i = k+1 = a¿.a¿ phân tích được thành tích các 
thừa số nguyên tố. Nói cách khác, khẳng định Ay.,¡ cũng 
đúng. : 

« Kết luận : mọi số nguyên n > 2 đều phân tích được 
thành tích của một hoặc nhiều các thừa số nguyên tố . 

[Ví dụ 4 : 
Chứng mình rằng S„= 1 + 3 + ð + 7+... + (2n - Ù) = nŸ 
với mọi số tự nhiên m > 1 
Giải 
« Khi n = 1 ta có 8; = 1 = 12, khẳng định đúng. 
e Giả sử khẳng định đúng với n = k > 1, nghĩa là ta có : 
Ấy =1+3+B+.+(2k-1)= kÊ 
Xét: Sy¿u¡ = 1+ 3+ð>+..+(2k-1)+(2k+1) 
=k?+2k+1=(Œk+ LÝ 
tức là khẳng định đúng với n= k + 1. 
s Kết luận với mọi n > 1 ta có : 8a = nŸ. 
I Ví dụ 5 : 
Tính tổng : S„ = 1 + 3 - 5 + 7—-9+.. + (T—1)”(?n - 1) cới 
n là số tự nhiên , n > 1. 


Giải 
«Ẳ B, : Sử dụng quy nạp không hoàn toàn dự đoán kết quả 
Š¡ = —1 
8ạ=-1+8=2 


BSaạ=-l+83-5=-8 
5= -l+83-B+7r=4 
Dự đoán: 8,„=(~1)°n với mọin >1 
«B„: Dùng phương pháp quy nạp toán học để chứng 
ranh dự đoán . 
e Khi n = 1 ta có 8¡ = —-1. Khẳng định đúng . 
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s Giả sử khẳng địng đúng với n = k >1. Nghĩa là : 
Sv=T-l+3~5ð+7~9+...+ (12k - 1)= (-UÈ.k 
Ta cân chứng minh khẳng định cũng đúng với : n = k + 1. 
Tức là : 54 = -l +3-—5ð+7—9+..+(-1}X2k - 1) + 
+(~1)"'(2k + 1) =(CUÐ*Đ (k+1). 
Thật vậy : 
Su. = Su + (—1)* “2k + 1) 
= (=1). + (—1}*(1).(9k + 1) 
= (CUk - 9k - 1) =(-1)}{-k ~ 1) 
= (1W + Ð 
Nói cách khác, khẳng định đúng với : n = k + 1 
Kết luận : khẳng định đúng với mọi số tự nhiên n khác 0. 
LI Ví dụ 6: Với những số tự nhiên nào , ta có bất đẳng 
thức : 2" > 2n + 1 đúng. 
Giải 
Khi: n=1,tacó:2'>21+l1 (sai) 
n=2,tacó:2?>2.2+1 (sai) 
n=3,tacó:2>23+1 (đúng) 
n=4,tacó:2“>2.4+1 (đúng) 
Ta dự đoán : bất đẳng thức 2" > 2n + 1 đúng với mọi số tự 
nhiên n> 3. 
Ta chứng minh dự đoán trên bằng phương pháp quy nạp 
toán học 
s Khi :n =3; ta có: 2” > 2.3 + 1, bất đẳng thức đúng . 
« Giả sử khẳng định đúng với n = k > 3, nghĩa là bất đẳng 
thức 2" > 3k + 1 đúng. 
® Ta cần phải chứng minh bất đẳng thức : 9*°!» 2Œ&+ 1) +1 
cũng đúng . 
Thật vậy, ta có 2"''= 22" >2(2k+1) (lì 
Mặt khác : 2(2k + 1)= 22k + 1)+ 1+2 T— 1 >Z2(k+l)+l1 
Suy ra : 2°! > 2(k+1) + 1 (đúng) 
„ Kết luận : 2" > 2n+1 đúng với mọi n > 4. 
L1 Ví dụ 7: Chứng mình rằng với mọi số tự nhiên n z 0 
ta có bất đẳng thức : 


ï 1 1 
nụ bác QUẬC di Q1 SE, 


> 


t8 
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Giải 


e Khi : n = Ì, ta có : 8; =1> 5 tức là bất đẳng thức đúng 


khi n = 1. . 
© Giá sử rằng, bất đẳng thức đúng với n = k > 1, nghĩa là 
1 1 1 k 
ta có: 9= + — + — +.. —. 
có : 9y + + to 


Ta cần phải chứng minh 
¬ 1 k+li 
DẶu +1 — 1 2 


1 1 
R6) 0A Tiêu 


Thật vậy, ta có : 
1 Vy e1 + 
2*-—1 VAN: li vi. 


Sy¿¡= (1 tỗ + : +..+ 


=— Šv.ì= Šy + 


QWdy£E=-E Ẻ : 


Ne S- cn dc h 
Do 2' +1 P)N hi 
Nhận thấy, E là tổng của 2 phân số, có tử số bằng 1, còn 


mẫu số là 2*, 2* + 1, .„., 2**! _- 1, mỗi một mẫu số này đều nhỏ 
hơn 2**`, suy ra 
1 1 1 1 1 1 
5x ” g1) gEại 7 ae ¬..-.—_mm 
k 1 {1 
= ER>2 _ D] 
Tuy V2 k 
Theo giả thiết quy nạp, 5 > b , SUY Ta : 
k 1 k+l 
Đua =7, +R> — + — = c———. 
ke] k -= 3 


Tức là khẳng định đúng với : n = -k * 1. 
Kết luận : 8. > 5 với mọi n > 1. 


D Ví dụ 8: Chứng mình rằng nếu œ > -—1 thì ta có bất 
đẳng thức : (1 + œ)" > Ít na, Vì = 1, 2, 3,... 
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Giải 
« Khi n= 1 ta có (1 + a)' > 1+ a khẳng định đúng 
e Giả sử khẳng định đúng với n = k > 1. 
Nghĩa là ta có : (1 +a)“ >1 + ka 
s Ta cần phải chứng minh : (1+ a)*'*> 1+ (k + 1)a 
Thật vậy, vì : a > -1 — a + 1 >0, do đó : 
(1+ a)*? = (1 + a}{1 + a) > (1+ kaX1+ a) 
= 1+(k + 1a + ka? > 1+ (k + l)a 
Suy ra : (1 + a}"?! > 1 + (k + l)a 
Kết luận : nếu a > -1 thì (1 + a)" > 1 + na với mọi số tự 
nhiên n z 0 
Bất đẳng thức trên đây được gọi là bất đẳng thức Bernoulli 
(U. Bernoulli - nhà toán học Thụy Sĩ thế kỷ 17) 
D Ví dụ 9 : Chứng mình rằng hàn số T,(x) = cos(n.arccosx) 
„ DỚ X € Ez;1] uà n c N là một đa thức 


bậc n của x Ẫ 
Giải 
« Với n = 0 ta có T,(x) = 1 là đa thức bậc 0. 
'® Với n = 1 ta có T\(x) = x là đa thức bậc 1. 
Giả sử Tạ i(x) và Ty(x) là các đa thức bậc k-I và bậc k. 
Xét : T\,¡(x) = cos [Œk + 1)arccos x] 
= cos[k.arecos x + arecos x| 
= cos(k.arccosxcos(arccosx) ~ 
~sin(k.arccosx)sin(arccosx) 


= T;(x) .x - si -i()— Ti ,(x)| 


= Ti(x) = 2x. Ti(x) -T(.¡(x) có bậc là k + 1, tức là khẳng 
định đúng với n = k + 1. Š 

Kết luận : T,(x) là đa thức bậc n của x với moi n. 

Ví dụ 10: 7?m số miễn của mặt phẳng bị chỉa bởi n 
đường thẳng đôi một cắt nhau oà không 
có 3 đường thẳng nào đồng quy. 

Giải 
Trước hết, ta sử dụng phép quy nạp không hoàn toàn để 
dự đoán kết quả. Gọi A,là số miền của mặt phẳng thỏa điều 
kiện đầu bài. 


1ã9 


~ Với :n=1,tacó Ac=2 =l+l 
-Với :n=2,tacó Az¿=4 =1+1l+2 
- Với :n=3,tacó A¿=7 =1+l1+2+3 
- Với :n=4, ta có A¿= 1L =1+l+2+83+4 
Ta dự đoán : Aa= À¿¡+n =1+l+2+..+n 
nín +1) 
9- 
Ta chứng minh dự đoán bằng phương pháp quy nạp toán học 


(1Ò THỰC CHẤT CỬA KHÁI NIỆM CHỨNG MINH 


Yêu cầu của bất kì một bài toán chứng minh nào cũng là ở 


=> AÁna=Aai+n =Ìl+ 


chỗ, phải làm sáng tổ một kết luận của bài toán đã cho là 
đúng . Điều này có nghĩa gì ? 

Trong cuộc sống hàng ngày , khi nói đến vấn để chứng 
minh, chúng ta thường thấy có một đạng đơn giản là kiểm tra 
tỉnh chất đúng đắn của một khẳng định nào đó . 

Trong Toán học, vấn đề kiểm tra và vấn để chứng mính tuy 
rằng có một sự liên hệ nào đó nhưng là hai vấn để khác nhau. 

Chẳng hạn với bài toán : Chứng mình rằng trong một tam 
giác Uuuông, trung tuyến ứng uới cạnh huyện thì bằng nữa cạnh 
huyện . Nếu ta vẽ một tam giác vuông, đo độ dài trung tuyến 
thuộc cạnh huyền và so sánh với nửa cạnh huyền . Kết quả 
nhận được có thể cho thấy, trung tuyến bằng hay không bằng 

- nửa cạnh huyên. Nhưng ngay cả trường hợp, trung tuyến bằng 
nửa cạnh huyền thì kết quả nhận được cũng chỉ là sự kiểm tra 
xem trung tuyến AM có bằng nửa cạnh huyền BC hay không ? 
(Hình vẽ có chính xác không) còn việc'làm đó, hoàn toàn 
không thể được xem là chứng minh bài toán đã cho. 

Để chứng minh bài toán trên, ta có thể làm như sau : 
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- Vẽ M[ song song với AB, ta 
nhận được MĨI vuông góc với AC. và 
IA =IŒ. 

- Do đó đường thẳng MI là M 
đường trung trực của đoạn thẳng 
AC. 

—'Do đó : MA = MC.. Mặt khác : 
MB - MC 

BC A C 


~ Vây : Pa. ni 
ây: AM 5 


Phân tích kĩ phép chứng minh trên đây, ta thấy thực chất của 
phép chứng minh là chỉ ra một dãy các mệnh đề đúng. Các 
mệnh đề này có thể là một tiển để , một định nghĩa hoặc một 
định lý đã được chứng minh, còn kết luận cần chứng minh chính 
là hệ quả logic cúa các mệnh đề đúng đã biết . 

Nói cách khác , chứng minh là quá trình dùng các quy tắc kết 
luận logic để từ các tiên để đúng, khẳng định một mệnh đề nào 
đó là đúng . 

Mỗi một bước của bất kì phép chứng minh nào cũng thường có 
cấu trúc sau đây : 

® Các mệnh đề đúng đã được chứng minh. 

e Giả thiết của bài toán : 

« Hệ quả logic của các mệnh để đúng khi chúng ta tác động 
vào giá thiết các quy tắc kết luận logic. 

Chẳng hạn, trong chứng minh bài toán trên có một bước là 
chứng minh cho MA > MC. Ta có thể phân tích rõ cấu trúc của 
bước đó như sau : 

« Khẳng định chung : Mọi điểm nằm trên đường trung trực 
của một đoạn thắng thì cách đêu hai đầu mút của đoạn thẳng. 
« Giá thiết : MI vuông góc với đoạn thẳng AC tại trung điểm 
1 của ÁC (tức là MI là đường trung trực của AC) 
__*® Hệ quả logic : MA = MC. 
@>) CHÍNH XÁC HÓA KHÁI NIỆAA CHỮNG MINH 

Một phép chứng minh là một dãy hạn hữu các mệnh đề A¡, A¿, 

-- » Âu trong đó : mỗi một A¿ (k < n) hoặc là một tiên đề, hoặc là 
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giả thiết, hoặc là một định lý đã biết, hoặc là một mệnh đề được 
suy ra từ một hoặc một số các mệnh đề A, (¡ < k) bằng suy luận 
hợp logic. Mệnh đê Aa được gọi là mệnh đề cần chứng mình 
(Mệnh đề được chứng minh) 
I Chú ý : mỗi một tiên để là định lý của phép chứng mình chỉ 
gôm một bước . 
G3) CÁC YÊU CẤU CỦA MỘT CHỨNG MÌNH 
Mỗi một chứng mình gồm ba bộ phận sau đây : 
« Luận đề : Mệnh để cần chứng minh 
» Luận cứ : Các mệnh để đúng đã biết như là tiên để , định 
nghĩa , định lý... 
e Luận chứng : Các quy tắc kết luận logic. 

Mỗi một chứng minh phải đạt ba yếu cầu sau đây : 

1. Yêu cầu 1: Luộn cứ phải chân thực . Những tiên đề dùng 
trong chúng mình phải đúng , người ta thường - 
đặt câu hỏi “ dựa uào đâu để chúng mình ? ” 
khi đó phải biểm tra tiên đề . 

9. Yêu cầu #: Luận chứng phải hợp logic. Các phép suy luận 
dùng trong chứng mình phải là các phép suy 
luận hợp logic. Người ta thường đặt câu hồi : 
Sử dụng phép suy luận nào để chứng mình ? 

3. Yêu cầu 3: Không được đánh tráo luận đề . Không được 
thay thế mệnh đề cần chứng mình bằng những 
mệnh đề không tương đương uới nó . Người ta 
thường đặt câu hôi : Chứng mình cái gì ? 

Dưới đây chúng ta xét một ví dụ về việc mắc phải cái sai lâm 

do vi phạm một trong ba yêu cầu trên đây 

2.3.1. Sai lầm do vi phạm yêu cầu 1 : 

Đó là sai lâm về mặt luận cứ . trơng một phép chứng minh, 

luận cứ phải chân thực , điều này có nghĩa là chỉ được phép đưa 
vào các tiên đề mà tính chất đúng đắn của nó đã được xác định. 
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Sai lầm thuộc loại này là do dựa vào trực giác , dựa vào các 
mệnh đề chưa được chứng minh là đúng , dựa vào mệnh đề sai 
do ngộ nhận , dựa vào mệnh để tương đương với mệnh đề cần 
chứng minh . 

Œ Ví dụ 1 : Ha¿ số thực bất kỳ đêu bằng nhau . 

Thật uậy, uới mọi œ, b ta đều có (œ - b)? = (b - œ)?. 

Lấy căn bậc bai số . học hai tế, ta có : 

œ-b=b-œ. Do đó : 2a = 9b Ra? œ=b 

Sai lâm trong chứng mình trên đây là do khi lấy căn 
số học của số x° ta đã thừa nhận +jx° = x tức là đã đưa 
Đào mệnh đề sai : Các bình phương bằng nhau thì các 
cơ số bằng nhau 

D Ví dụ 2 : Xuấf phát từ dẳng thức đúng : sin 302 = sin 30 

Lấy logarit cơ số 10 hai vế : lgsin 30° = tgsin302 
Đo đó : 2lgsin 30” > lgsin 300 
Huy : Ig(sin 300)” > Igsuay 300 
2 
Nên |3] > lợ 2 suy ra P > ỹ q) 
Sai lâm trong chứng mảnh trên dây là dựa uào mệnh đề : 
2a>a mệnh đề này sai Ehí œ < Q0 

2.3.2. Sai lầm do vi phạm yêu cầu 9: 

Đó là các sai lầm về mặt luận chứng . Sai lầm thuộc loại này 
có thể tìm thấy trong các chứng minh sử dụng các suy luận 
không hợp logic 

t1 Ví dụ 1: Chứng mình rằng uới mọt œ, b, c ta cô bất 

đẳng thức : d° + b? + c? >ab + be + ca. 
Giải 

7q có :a + b”+ cŸỔ >ab + be + ca 
=2, + 2b + 2e? >Øab + 2be + Øeø 
=>(a” — 8øb + bŸ) + (b” ~ 2be + €?) + (c° -9ca + a?) >0 
=(a =bJŸ + (b ~eJ? + (e -a)? >0 

Vì bất đẳng thức cuối cùng đúng , nên iq suy ra : 
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g?+b?+cỔ >ab +bc+ ca (D 
Ví dụ 2 : Chứng mình đông nhất thức : 
§cos10°.cos 202 .cos40° = cofg10” 


Giải 
;100 
Thay : cotg10° = ““““—, ta có : 
ng ng sin 10 ¡ 
è ID 
8eos10°.cos20° .cos40° = ““Ề _ 
sin 10 


8 sim109cos109.cos20" .cos40” = cos10” 
— 4sin20°.cos 202 .cos 40° = cos10” =2sin40” .eos40° = cos10" 
— sin 800 = cos10? 
Bởi vì 800 + 10? = 90° nên đẳng thúc cuối càng đúng . Suy ra 
tơ có : 8eos10°.cos20° .cos40” = coig1 0° Œ) 
Trong cả hai ví dụ trên đây, sai lầm trong chứng minh đều là 
A=PB,B 


_—— Nhầm lẫn 
À 


ở chỗ dựa vào suy luận không hợp logic : 


Modusponens 
9.3.3. Sai lầm do vi phạm yêu cầu thứ ba (đánh tráo 
luận đề ) 
D Ví dụ 1: Giải bất phương trình —;ˆ—> Ï 
: x?”+* 
Giải 


>ị {@Ặ9»xtxz @3txư-2<0G©-2<13<l t†) 


x° 
D Ví dụ 9 : Giới phương trình : 


4log„ Ýx +2log,„+° =3log,„, +” (U 
L) ' ' 


Giải 
Đổi uề cơ sổ x tq có : 
s kì 
4log,Jx : 2log,x" _ 3Ìog, * (3) 


log, : log, 4x Ìog, 2x 


(1) © 
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Trong cá hai ví đụ trên đây, sai lầm trong chứng minh đều là 
ö chỗ thay thế mệnh để cần chứng minh bằng một mệnh đả 
không tương đương với nó . 

3-4) VẤN ĐỀ PHÁN TÍCH MỘT CHỨNG MINH 

Phân tích một chứng minh có nghĩa là chí ra được trong phép 
chứng mình này , chúng ta đã sử dụng những tiền đề nào , sử 
dụng các phép suy luận nào . 

Trong khi tiến hành phân tích một chứng minkt chúng ta nhận 
thấy có thể thực hiện cùng một phép chứng minh theo hai cách : 
chứng minh thao nội dung và chứng minh theo hình thức 

ñ Ví dụ 1 : Chứng minh định lý ba dường Uuông góc : 

Cho đường thẳng d thuộc mặt phẳng P, AC 
là một đường xiên . Gọi BC là hình chiếu 
của AC. Chứng mính rằng : nếu d Utuông 
góc ớt BC thì d uuông góc tới AC 
Giải 
A/ Chứng mình theo nội dung 
1. BC = he(AC) —AB impP 
3 AB tmpP,dcmpP AB !d 
3JJđ+AB,d!BC =d /(ABC) 
4.4 +(ABC), AC c(ABC) ¬d LAC 
Bí Chứng mình theo hình thức 
1. BC = he (AC) ¬AB ¿¡ mpP 
3. BC >z he (AC! 


3. AB ¿mpP 
4dcmpP gí 
5. AB 2 mp Puà d Cmp P 3,4 A5 
- ch l Tàn —. 
ế s AB 
6.AB tmp Puàdcmp P ¬d !LAB ĐPN 
7.d LAB Bê, “. 
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8.d BC .ứ 


9.d 1AB vò d ¡BC 7.&, TẾ 
10.d.LABuùd LBC  =d1(ABRC) ĐL 

11. d 1(ABC) 9,10, “S3:Ê 
19. AC thuộc (ABC) | cự Đề 

13. d ¿+ (ABC) và ÁC thuộc (ABC) 11, 12, sh 

14. d1 (ABC) à AC thuộc (ABC) = d LAC — ĐÀN 

15. d LAC 13, 14, = 


rI Ví dụ 2: Chứng mưnh đinh lý ;(a> 0) uà (b > 0) pờ (œ # b) 


thì : = > d4ab 


Giải 
AI! Chứng mình theo nội dung 
1.„zb =(a-b?>0 
3.(x-b?>0 =(a+ b)? >4ab 


3.(a+ b} > 4abuàa>0,b>0 =ø+b>94ab 
4œ+b>24Jab = z+È _ lap 


2 
BỊ Chứng mình theo hình thức 

1.(a>0),(b >0), (a zb) g.‡ 

ị AB 
2.(a zb) 3K PrW 
3.(œzb) —(œ -b.>0 Đ.h 
4.(œ -b)°” =(a + b)Ÿ > 4ab Đ.L 
8.(azb) =(œa + b) > 4ab 3,4 Bắc cầu 
6. (a + b}? > 4ab 2ø,A2BA 


B 


7.(œ >0), (b > 0) ¡CC 
8. (a + b)P > 4ab „ (a > 0), (b > 0) 6,7, TẾ 
9. (a+ b)” > đab, (a >0), (b >0) 
— #= › vap ĐL 
1 5 TP 8.9, == 


11. (>0), (b >0), (ø + b) =®° >ưab 1,10, = 


B 
3 VẤN ĐỀ BÁC BỎ 


Quá trình suy diễn để khẳng định một mệnh đề nào đó là sai 
được gọi là một bác bỏ. Bác bỏ một mệnh đề A có nghĩa là phải 
chứng minh cho A sai. 

Như vậy, mỗi một bác bỏ cũng gồm 8 bộ phận như một phép 
chứng minh, đó là 

»« Luận đề : Mệnh đê cần bác bỗ . 
s Luận cứ : Những mệnh đề đúng đã biết sử dụng trong quá 
trình bác bỏ 
s Luận chứng : Những quy tắc kết luận logia sử dụng trong 
quó trình bác bỏ. 

Mỗi một bác bỏ cũng phải bảo đảm đúng 3 yêu cầu như đối với 
một chứng minh. Xét các ví dụ : 

H Ví dụ 1 : Hãy bác bỏ mệnh đề : “ Có mát số hữu tỉ 

- bình phương bằng 3 “. 
Giải 
sì A2 

Giả sử có một phân số tối giản _ thỏa mãn R = 3(m và 

n là các số nguyên, n khác 0), 


2 
Từ :(=) =38=m°2=8®n°, 
n 


“4 ^~~> 


Suy ra : m°: 3, hay m : 8; tức là : mm = 3k ; (k œ ZZ }. 
Ta có : m2 = 9k” => 9k? = 8n? = nỄ = 8k? = n”: 3 
Do đó:n:38,n= 8 ;(/eZ). 
Như vậy, ta có : m = 8k', n = 3k, mâu thuẫn với giả sử phân 
¬".. 
Số — tối gián. 
n 
Điều vô lí đó chứng tỏ, mệnh để đã cho là sai, nói cách khác ta 
bác bỏ được mệnh đề : “ Có số hữu tỉ bình phương bằng 3 “. 
Cơ sở của phép bác bỏ này là quy tắc kết luận logic Modustollens : 
A=>B, B 
À ì : 
D Ví dụ 2: Hãy bác bỏ mệnh đề : “Tôn tại số nguyên 


dương n sao cho phân số Sáu. không tối 
l4n+dð 
giản “. 
Giải 
2in+4 


Thật vậy, bởi vì phân số — không tối giản, nên : 
lán +3 
(21n + 4, l4n + 3) = đ> 1.. 
Suy ra : 2ln + 4 = da và 14n+3 = db. 
= 1=d(3b-2a) = d là ước của 1 (vô l0 
Điều vô lí chứng tỏ : có số tự nhiên n để phân số Si hề, 
: l4n +3 
không tối giản là sai ; nói cách khác chúng ta bác bỏ được mệnh 


2Iïn+4 
khô 
l4án+3 vã 


đề : “Tồn tại số nguyên dương n sao cho phân số 


tối giản “. 


§3 CHỨNG MINH TRỰC TIỀP 


Nếu chúng ta xuất phái từ mội mệnh đề đúng cho trước, bằng 
các phép suy luận hợp logic để chứng mình tính chất đúng đến 
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của kết luận thì ta nói rằng đã chứng nìinh trực tiếp mệnh đề đã 
cho. - 

Trong chứng mình trực tiếp, các mệnh đề đúng có trước tác 
động vào giả thiết trong từng bước của chứng mỉnh để cuối cùng 
rút ra kết luận cần chứng minh. Xét các ví dụ : 

I Ví dụ 1: Chứng minh rằng nếu a uà b là hai số thực 

thoả mãn :qa + b >9 thì a°+ bí >2, 
Giải 
Từ giả thiết:2sa+b  =>4<(a+bŸ 
Mà : (a + b)”< 2(a°+b?) 4< 2(a?+ b?) 
=2<a?+b = 4<(a?+b? <92(a'+b'9) = at+b'> 2. 
D Ví dụ 2: Cho a > 0, b > 0, c > 0. Chứng mình cóc bất 
đẳng thức sau : 
œb  bc 


ga) — + — >Ÿ9b 
e % 
.b) KG Ua2 0.2201.100 TY 
e a a 
œ”+b” aœ”+b” a°)+bÐ` 
) > b+c. 
? “øab ZabĐ ` “2ap  ®Y5+6 
Giải 
a) Áp dụng bất đẳng thức Cauchy : sb + bẹ >2 m.. =2b 
c a c a 


bì Áp dụng Câu a ; ta có : 
ab bc 


+— >2Øb 
C a 
_A-.. 
a 
ca ab 
— + — >2a. 
b” € & 


Cộng từng vế các bất đẳng thức ta có : 
ab be ca „ 
— #— + —=>a+b+€C 
€ a b 
c} Ta có : a” + bŸ = (a + bX( a2 ~ ab + bŸ) > ab(a + b} 


3 4 sử 
a”+b „ a+b 
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bể +cŸ b+c 


Tương tự : > 
LG 2 
c° +ai > ca 
2ca 2 


Cộng từng vế các bất đẳng thức, ta có : 
a?+b? b?+c c+a? 
+ + 
2ab 2bc 2ca 
H Vi dụ 8: Cho a > 0 ; b > 0 thỏa mãn a + b > 9. Chứng 
mình bất đẳng thức : d” + bŸ >œ? + bŸ. 
Giải 


>a+b+c. 


. r) 
VÀ:a>0;b > 0; nên : a'~ ab + bỂ = (a =Ð ŸŸ + “+ >0 


Theo giả thiết. a + b > 2 — (a + bXa2— ab + b2) > 2(a?— ab + b2) 
= a?+ b?=(a - b} + (a?+ b2) > a?+ b2 
Vậy : aÌ+ b > a?+ b? 


CHỨNG MINH LOẠI DẪN 


ñ Ví dụ 1 : Cho ø > 0 bờ a < I. Giải phương trình mũ : 


1+a?Y I-a?°Y 
2a 2a z cội 


Giải 
f1 a2 z 
Biến đổi phương trình : ©> HÀ. xiuê 
2a 3a 


c© _—“ = | = 
2a 1+a2) - 


Nhận xét với : x = 2 ; ta có đẳng thức đúng : 


1-a2 # 2n MK: 
Nuc 2, St 2 = 
l+a l+a 
Vậy : x = 2 là một nghiệm . 
e Nếu x< 9 


Ki cv  ... 
Bởi vì:a>0;a< l1; nên : ——— và 


dương và nhỏ hơn 1. 
1-a?Y 1-a?Ý 2a \_/ 2a Ý 

=Ì——-| > : >| 
(xẻ) (tr?) () Tên) 

=:#] +( 2a | -(E#) *{ 2a Ỷ = 
1+a2 l+a? 1+a? 


1+a? 
Như vậy mọi x nhỏ hơn 2 đều không là nghiệm. 
Nếu : x >2 


„(1-4 „ Bị 2a Ï‹ 2a Ỷ 
1+a? 1+a?) °\1+a2 1+a? 
(1-a?}" 9a \ 1 

= box + Tnn. < 1. 
1+a l+a 


Như vậy mọi x > 2 đều không là nghiệm 
Kết luận : x = 2 là nghiệm duy nhất 
L1 Ví dụ 2 : Giải phương trình : 8 + 2)^= x + x92 (U 
Giải 
Phương trình (1) ©=8+ n =x+x? 


c©(2*+1)(8-x2)= 0 
© 8-x2?=0 ;(vì:2”+1>0) 
© x2' =8 

Nhận thấy x = 0 không là nghiệm , do đó : 


Phương trình :x.2*= 8 œ 2*= kả (xz 0) 
x 


œ 


» Nếu x = 9; ta có đẳng thức đúng : 2? = 


2 


T71 


e Nếu x>9 =. cá 02401. Ẻ 
x x 


Da đó mọi x > 2 không phải là nghiệm. 


SN (0241 Ẻ >Ä=922 >2 
X.- 


Vậy :2" < _ ; tức là wx ta có _ L ^ 
x x 
Do đó mọi x : 0 < x< 2 đều không là nghiệm. 


«Nếu x< 9 = Š <0<#' =2'> 
x x 
Vậy mọi x < 0 đều không phải là nghiệm. 
Kết luận : phương trình có nghiệm duy nhất x = 2. 
f Ví dụ 3 : Giới phương trình : 3” + 4” + ð” = 6" (1 
Giải 
Nhận thấy x = 3 là 1 nghiệm vì 8” + 4? + 8? = 6”. Là đẳng 
thức đúng. 


x⁄ 5 a3a\M"U /á4)W` /5ãW 
se Nếu x < 3: phương trình (1) © || + |-;| + l§ =] 
6 \Õ 6 


>s(8J  ((8† >(8Ÿ:('> (ĐÝ 
"(3 =(8Ÿ -tI >(§Ï -(I +(ÉÏ¬ 


Điều này chứng tỏ mọi x < 3 đều không phải là nghiệm 


awaxxa.(1Ï5(3Ÿ.(3] «[g].(3j*j 
~ (8Ï (s} (5ï «(5Ï -Ï+fšÏ-: 


Điều này chứng tỏ mọi x > 3 đều không phải là nghiệm 
Cơ sở logie : giả sử T là tận hợp các mệnh đẻ đúng đã biết. 
Gọi P = Q¡ là mệnh đệ cần chứng mình. 7a 
cần chứng mình TÔ —(P => Q0 tà đúng. 
Biến đổi : T — (P = Q) =T.P. = Qì. 


172 


Gọi Q›, Qa,.., Q› là tất cả các trường hợp phân biệt với Q\ 
sao cho tuyển của n mệnh để Q¡, Q;,.., Qạ thuộc Ÿ, tức là 


HÀ 
`4 Q,eT. 
Sau đó ta chứng mình cho mỗi một khả năng còn lại Q¿, Qà, 


~-„ Qạ đều dẫn đến mâu thuẫn . Do đó ta có các kháng định 
Q;,9;,.. Q„ dúng. 


_—— _——. án u~t H .— tr 
Đuy ra : Q„¿ A Q¿ ^.. AQA = A Q; =VQ, đúng. 


" n 
Như vậy ta có Qìị v(V Q,) và vo đúng. 
1.2 1:4 


AÁw B, B ì 


Từ đó suy ra Q\ị đúng. (theo quy tắc : 


f1 Vị dụ 4: Chứng minh định lý : “ Nếu một mặt 
phẳng a bất kì đã cắt đường thẳng a mà 
cũng cắt đường thẳng b thì các đường 
thẳng a uà b song song uớứi nhau “ 
Giải 
Kí hiệu : mặt phẳng œ cất đường thẳng a là œ x a. 
Gọi : e Q¡; là mệnh đề : a b 
«e Q; là mệnh đề a xb 
« Q. là mệnh để : a zb (a trùng b). 
Định lí đã cho có cấu trúc : F — (P = Qy)ì: 
ÍF =Vơl+xxawưxb)—=a/b 
Hay là :L, P — Q¡: Ï.VẲœ (œx a = œ x b) na b. 
Ta có : Qị-vQ¿ vQ¿ thuộc [T, 
Giả sử có Q¿: a cắt b.. Khi đó tồn tại một mặt phẳng œ qua 
b và œ cắt a: 3œ (œ xa A œxb) 
N33 0134/4iøEEJetVErS T2 aaE/ 
Như vậy ta có Qs => P:axb Vơ(œx a = œ+ b) 
Ở đây ta có: Qạ—= PA P. 
Vậy phải có Q,: axb tức là a không cắt b. 
Giá sử có Q;: a trùng b. Lập luân tương tự ta có : 
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Qạ—= P:asb=Vo(xxa=søxb) 

(Gọi œ là mặt phẳng qua b và một điểm của đường thẳng a). 

- Từ: Qạ  P AP. Vậy phải có Q„ : a không trùng b. 

- Từ : Q;vàQ; ; ta có: Q; AQ; = Q;vQ; 

- Từ : Q› v (Q¿v Q:) và Q„ v Q¿ ; ta có Qị : a song song với b. 
@3) CHỨNG MINH PHÁN CHỨNG 

4.2.1. Khái niệm : một mệnh đê toán học là đúng, hoặc là 

sai mà không thể đông thời uùa đúng 
lqi uữửa sai. 

Muốn chứng minh mệnh đề đúng, ta chứng mỉnh cho nó 
không sai. Nói cách khác, nếu giả sử mệnh đề mà sai thì sẽ 
đến đến một điểu vô lí Phương pháp chứng minh như vậy 
được gọi là chứng mình bằng phản chứng. 

4.2.2. Các bước của phép chứng minh bằng phản 
chứng 

Một phép chứng minh bằng phản chứng gồm các bước : 

ø Bước Ì : 
Bước giá định : Giả sử mệnh để cẩn chứng mình lò sai. 
e Hước 2 : 
Bước truy nguyên : Xuất phát từ giả sử mệnh đề sai ta 
dân đến một điều uô lý (hoặc là trái uới giả thiết, hoặc là 
mâu thuần uới một dụnh lý, tiên đề, mệt bết luận dã 
chứng mình là đúng, hoặc là dẫn đến hai máắu thuần 
bhác nhưu) 
® Bước 8 : 
Bước kết luận : Điều uô lý chứng tô rằng mệnh đề đã 
cho không sai, tức là mệnh đê đã cho là đúng 
ñ Chú ý: Phương pháp chứng mình bằng phản chứng 
thường được sử dụng để chứng mình các định lí 
do, định lí uễ sự tôn tại uà tính duy nhất. 

4.3.3. Cơ sở logie 

Giả sử !' là tập hợp các mệnh đề đúng đã biết như tiên đề, 
định nghĩa, các định lí đã được chứng minh, các khẳng định 
đúng được suy ra từ tiên đề, định nghĩa. 
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Gọi T là mệnh để cần chứng minh. Khi đó T là giá thiết 
của chứng mình phản chứng. 
Trong bước truy nguyên, ta nhận được cấu trúc logic : 
T?heAÁ trong đó A thuộc I'. 
Như vậy ta có : Lụ T =AvàTI, TA 
Do đó :I'` => T ; tức là :ï — T 
Và do đó mệnh đề T được chứng minh. 
Trong bước truy nguyên, đôi khi chúng ta thường gặp cấu 
trúc sau:T, T” © A. A 
Mệnh đề hội A.A là hằng sai, do đó mệnh đề A.A là hằng 
đúng. 
Do đó ta có đồng thời:I, TT = A.A và[,T = 
Do đó : F = T' tức là T được chứng minh. 
Nếu định lí T có đạng một mệnh để kéo theo : 
T=ẽẨA=B thì T=A=B=AB 
4.3.4. Các ví dụ 
Ø Ví dụ L : Cho a, b, c là 3 đường thẳng phân biệt cùng 
thuộc một mặt phẳng . Giả sử ta cần chứng minh mệnh để có 


ị 


đạng : P — Q: (a  c)A(b /c) > (a b) {q) 
Ta có: PA Q:(a/⁄e)A(b/ec) A(a#b) (2) 
Suy ra: P:(a/e) A(b/c) (3) 

Q:(a/b) (4) 

Theo định nghĩa hai đường thẳng song song tà có : 
Q=R:a⁄b =3M:(MeaaA Meb) (5) 
Từ (4) & (5) suy ra: R:3M:(Mea^A Meb) (6) 


Từ (3) & (6) suy ra : 
PAR:(a/c)A(b/e)A3M:(MeaAMeb) (7) 
Từ tiền đề Euclide ta có : 
PAQ: äZe)A(bac)A 3M(Mea ^Meb) (8) 
Từ (7) & (8) suy ra :(PAQ)A(PAQ) 
Vậy ta chứng minh được mệnh đề P = Q. 
r1Chú ý: Trong bước truy nguyên, có thể sử dụng một 
trong 5ð hình thức có cấu trúc logic sau đây: 


175 


1 AB = A 

9. A.B =C.C (C là mội mệnh đề nào đó; 
3. AB =©S (Sià mệnh đề hằng sai) 
4. B =: 

5..AB =Öö 


[ Ví dụ 2: Cho hình ouông ABCD. Trên cạnh CD lấy 
điểm M. Tin phân giác của góc BAM cắt cạnh 
BC tại E. Tia phân giác của góc DAM cắt 
cạnh CD tại F. Chứng mình AM tuông góc 
uớt EF tại K ¬ r B 
Giải | 
Giả sử ngược lại AM không vuông góc với EF h 
tại K. h 
Vẽ EP vuâng góc với AM tại P D C 
Suy ra : AABE = AAPE =AP=AB=AP=AD PM 


Suy ra : AADF = AAPF (c.g.c) > APF= ADF—= APF =90°. 


Mà :APE= 90° = EPF =180° => E, PP, F thẳng hàng — P =K 
= AM L EF tại K. Vô lí vì trái với giá sử AM 
không vuông góc với BF. 
Điều vô lí đó chứng tỏ AM vuông góc với EF tại K. 
H Ví dụ 3: Chứng mình rằng không tôn tại các số thực 
«, b, c thoả mãn đông thời các bất dẳng 


: thức : 
@l < |b — | () 
|b| < |c- ai (2) 
|c| <}a - ði (3) 
Giải 


Giả sử ngược lại, tổn tại các số thực a, b, e thỏa mãn đồng thời 
(1), (2), (8) ⁄ 

~ Từ (1) =a?<(b—-ec)*=(a+b-cWa-bx+ec)< 0 (4) 

- Từ (2) >b <(c—-a)=(b+c-aXb-c+a)< 0 (5) 

- Từ (3) = ce? <(a -b}*(c+a-—bXe-a+b)<0 (6) 
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- Từ (4), (5), (6) = (a + b - cŸ{a + e — b}%b + c — a)? <0 (vô l0 

Điều vô lí đó chứng tỏ không tổn tại các số a, b, e thỏa mãn 
đồng thời các bất đẳng thức (1), (2), (3). | 

f1 Ví dụ 4: Cho ba số diượng khác không là a, b , c thoả 


gbồc < 0 (1) 
mãn đồng thời : \ab +bc +ca >0 (9) Chứng 
1 1 1 


P bể Sử K (3) 
mình rằng cả ba số œ, b, c đêu âm 
Giải 
Từ (1) suy ra một trong ba số a, b, c phải có một số âm . 
Giả sử a < 0 => bc > 0 = b và c cùng dương hoặc cùng âm 
Nấu b và c cùng dương thì từ (3) ta có : 


[-lan) án PT TN TỆNT TT, =a<~(b+c) 


abec 

= a(b + c) < -{b + œ2  ab + ac < -bŸ - 9bc — c? 

= ab + be + ca < -bˆ — be - c?< 0. 

Vô lý vì trái với giả thiết : ab + be + ca >0. 

Điều vô lý chứng tố b và c cùng âm. Vậy a, b, c cùng âm. 

(J Ví dụ 5 :Chứng mình rằng ad, b,c,p. g, r là các số 
thực thoả mãn hệ thức : ar - 2bq + cp = Ú tà : 
œc — b° > 0 thì : pr - q? <0 

Giải 

Giả sử ngược lại : pr - q°> 0 = pr > q2 

Từ: ac-bf>0 = ac >b? = acpr > b2q° 

Từ : ar - 2bq + cp =0 = ar + cp = 9bq 

= (ar + ep)” = 4b2q? < 4acpr 

= (ar — cp}” < 0 (v2 lý ) 

Điều vô lý chứng tỏ rằng : pr - q° < 0 
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D Ví dụ 6: Chứng mình rằng : nếu cúc số 2” - 1 uà 2° - 1 
nguyên tổ cùng nhau (m, n là số nguyên 
dương ) thì m uà n cùng là các số nguyên tố 
cùng nhau . 

Giải 

Giả sử ngược lại (m, n)z 1 >(m,n)=d>1 

=›m = đq và n = dp = 2” ~ 1= 2#48~1=(28%- 1 

=21-1\X2"-—1 

Tương tự ta có : 2— 1\ 2" - 1 = (2" -1; 2° -1)+ 1 ..Vô lý vì 

trái với giả thiết : (2"—1 ; 2” -1) = 1 

Điều vô lý đó chứng tổ :(m,n}= 1. : 

ŒI Về uiệc sử dụng phương pháp chứng mình gián tiếp, ta 
cần lưu $ một số điều sau đây : 

1. Nếu dùng phương pháp chứng mình lại dẫn thì cần phải 
xem xét thật đây đủ những khả năng có thể xảy ra của 
cùng một uấn đề . 

Chẳng hạn , cho một số thức a thì có ba khả năng có thể xảy 

ra là a đương , a âm hoặc a = Ö 

"Trong quan hệ về mặt độ dài giữa hai đoạn thẳng AB và CD 
có ba khả năng có thể xảy ra : AB < CD ; AB = CD hoặc AB > CD 

9. Cùng một mệnh để toán học có thể chứng mình trực tiếp 
hoặc chứng mình gián tiếp . 

Cần biết lựa chọn và sử dụng các ví dụ một cách hợp lý để 
giúp cho học sinh thấy được tính ưu việt của mỗi một loại chứng 
mình nhằm góp phần phát triển tính linh hoạt của tư duy . 

3. Để sử dụng tối phương pháp chứng mình bàng phản chứng 

, một điễu hết sức quan trọng là phải dạy cho học sinh biết 
cách phú định một mệnh đê cho trước, nhất là đốt uới các 
mệnh dê có chứa các lượng từ : uới mọi, tôn tại. 

Cuối cùng , trong phần này chúng ta xét thêm hai vấn đề , đó 

là vấn đề ngộ biện và vấn đề ngụy biện 

e Trong quá trình chứng minh hay bác bỏ, các sai lầm mắc 

phải do sự thiếu hiểu biết được gọi là ngộ biện 
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s Trong quá trình chứng mình hay bác bỏ , các sai lâm mắc 
phải do có sự cố ý của tác giả nhằm phục vụ cho một mục đích 
nào đó được gọi là ngụy biện (SOPHISM hoặc FALLACY) 

Chỉ rõ một ngộ biện hay một ngựy biện, có nghĩa là phải chỉ 
rõ những sai lắm đã mắc phải do vô tình hoặc cố ý của người 
làm toán , nói cách khác phải bác bỏ cái gọi là “Phép chứng 
mínb” đó 

Khi nói về vai trò của các ngụy biện , V.LLEBNIN đã viết : 
“Cân phải có những tuyển tập uê các ngụy biện Toán học, chúng 
rất có ích đối uới các em học sinh ”. 

Trong dạy môn Toán ở trường Phổ thông cần thiết phải đưa 
vào các loại bài tập về các ngụy biện Toán học. Đối với những 
loại bài tập này , bán thân học sinh muốn tìm ra chân lý thì cần 
phải suy nghĩ, phân tích cẩn thận các lập luận đã đưa ra, biết 
vận dụng một cách linh hoạt và sâu sắc những kiến thức đã học 
để tìm ra được điểm sai lầm trong toàn bộ lập luận , từ đó mà 
bác bỏ được các kết luận vô lý . 

Sự cố gắng giải quyết những bài tập thuộc loại này đôi khi còn 
nhiều hơn với các đạng bài tập thông thường khác . Chính thông 
qua những loại bài tập như vậy , mà óc phê phán , khả năng suy 
luận Toán học cũng như các phương pháp tư duy không ngừng 
được mở mang phát triển , kiến thức toán học cũng được đào 
sầu , củng cố nâng cao . 


§5 MỆNH ĐỀ THUẬN ĐẢO - ĐIỀU KIỆN CẦN VÀ ĐỦ 


ŒGÐ AÊNH ĐỀ THUẬN ĐẢO 

Các định lý Toán học dù được phát biếu dưới hình thức nào : 
thì về cơ bản đều có thể tách ra thành hai phần A và B , đồng 
thời có cấu trúc logic là mệnh để kéo theo : A — B 

Mệnh đề A được gọi là giá thiết . Mệnh đề B được gọi là kết 
luận . 
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Nếu gọi mệnh đề ÀA = B (1) là mệnh đề thuận thì : 

« Mệnh đề : B = A (2) gọi là mệnh để đảo của mệnh đề (1) 

e« Mệnh đề :A = B (3) được gọi là mệnh đề phần của (1) 

« Mệnh đểê:B => A (4) được gọi là mệnh để phản đảo của (1) 

Ta chứng minh được : 
A=P=BE=A 

- B=A=A=B 

G3) miêu KIỆN CN VÀ ĐÚ 
“Š Nếu mệnh đề (1) đúng thì ta nói rằng A là điều kiện đủ 
để có B (Để có B thì có A là đủ , có B khi có À....} 
« Nếu mệnh đề (3) đúng thì ta nói rằng A là điều kiện cần 
để có B (không có A thì không có B, có B chỉ khi có Á.. .) 
Bởi vì: A=>B=B=A 
B+A=Á =B 
Cho nên : 

2 Nếu A là điều kiện đủ để có B thì B chính là điều kiện cần 
để có A. 

« Nếu A là điều kiện cần để có B thì B chính là điều kiện đủ 
để có A. 

« Nếu các mệnh đề (1) và (2) cùng đúng thì A được gọi là 
điều kiện cần và đủ để có 3 (có B khi và chí khi có A, có B nếu 
và chỉ nếu có A}. ' 

« Nếu mệnh để (1) đúng nhưng mệnh đề (2) sai thì ÀA được 
gọi là điều kiện đủ nhưng không cần để có B.. 

e Nếu mệnh để (1) sai nhưng mệnh để (2) đúng thì Á được 
gọi là điều kiện cần nhưng không đủ để có B. 

Các hệ thức tương đương trên đây cho thấy , muốn chứng minh 
Á là điều kiện cần và đủ để có B ta có thể chứng minh một trong bốn 
cặp mệnh để sau : (1 ; 2), (1 ; 8), (4 ; 2) hoặc (4 ; 3) là đúng 

D Chú ý : Mỗi một định nghĩa khái niệm bằng cách thông 

qua khái niệm loại uờ thuộc tính đặc trưng của 

° bhúi niệm chủng là một điễu kiện củn uà đủ . 
G3) ĐỊNH LÝ GÔBE 

Như đã biết , nếu mệnh để thuận A = B đúng thì mệnh đề 
đảo B — A có thể đúng mà cũng có thể sai. 
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Một vấn đề đặt ra là trong điều kiện nào , nếu mệnh đề thuận 
đúng mà không phải đi xem xét tính đúng, sai có thể kết luận 
ngay được mệnh đề đảo cũng đúng. Định lý sau đây cho ta cần 
giải đáp của vấn đề đã đặt ra . 

5.3.1. Định lý GôBe : Giá sử chúng ta có một dãy n các mệnh 
đề GIÀN † A¡ = BH; với ¡ = 1; 2;... ,n thoả mốn các điều hiện 
Sữu : 

sị Các giả thiết A,(¡= 1; 2; ; h) là những tình hình có 
thể xây ra của cùng mội tiếu để Nông tương thích , nghĩa 
là Á¡ uà A; (L zjJ) không thể đông thời cũng đúng uà bao 
giờ cũng có một cái đúng 


*¿ Các kết luận B, (ỉ = 1 ; 2 ;... rn) cũng là tất cả những 
tình hình có thể xảy ra của cùng một uấn đê không tương 
thích. 


Khi đó n mệnh đê đảo B, = A, (¡ = 1; 9 ;...v?.) cũng đúng 
Chứng mình 
Giả sử ngược lại B, = Á;¡ sai. theo định nghĩa của phép kéo 
theo ta có Ð; đứng và A; sai. 
Theo điều kiện 1, phải tên tại A; đúng (¡ z 1) 
Mà A, = B;¡ đúng nên B, đúng. 
Như vậy ta có Bị và B, cũng đúng với z1. Vô lý vì trái với 
giả thiết 2 
Điều vô lý chứng tỏ mệnh đề:B, = A, đúng 
Chứng minh tương tự ta có Bạ = A¿ đúng,.... Bị  Aa đúng 
5.2.2. Các ví dụ 
tI Ví dụ 1: Ta có định lý hàm cosin : a2 = bŠ + c2 -— 2bc.eosA . 
Như vậy : 
® Nếu góc A nhọn thì :a?<b?+c 
* Nếu góc A vuông thì : a?=b?+c 
e Nếu góc A tù thì :a2> bổ + c2 
_——^ -_—— _—^ 
Ta có ba hình tính : Á nhọn, A vuông, Á tù đôi một không 
tương thích ; ba kết luận cũng đôi một không tương thích. Theo 
định lý GôBe, ta có các mệnh đề đảo sau đây đúng: 
e Nếu : a” < b? + cŸ? thì góc A nhọn 


2 
2 
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e Nếu : a” = bỂ + cŸ thì góc A vuông 
« Nếu : a? > b2 + c? thì góc A tù 
f1 Ví dụ 9 : Cho tam giác ABC . Ta có các mệnh đề đúng sau 
đây : . 
.—^ ^^ 
eNấub=cthì B = C 
.—~ Tư ơn 
«Nếub>cthì B > C 
__—m _—^ 
eNếub<c thì B < C 
Các điều kiện của định lý GôBe được thoả mãa , do đó chúng 
ta có ba mệnh đề đảo sau đây đúng 
-_— .~——^ 
«Nếu: B = C thìb=ec 
eNấu: B< C thìb>ec 


« Nếu: B < tì thì b<e. 
Ví dụ 3 : Cho tam giác ABC, trung tuyến AM. Ta chứng 
mình được ba mệnh đề sau đây đúng 
mo anà BG 
«Nếu: A = 90 thì AM = TP 
« Nếu: A_ > 90° thì AM < S 


«Nếu: A` < 909 thì AM > == 
Các điều kiện của định lý GôBe được thoả mãn , do đó chúng 
ta có ba mệnh đê đảo sau đây đúng : 
Sế- BC ` “ 0 
e Nếu : AM = m A =90 


— 
« Nếu : AM < `. thì A >900 


TƯ n 
« Nếu : AM > “=ư A <90? 
f3 Ví dụ 4 : Nếu từ một điểm A ở ngoài đường thẳng d . Ta vẽ 
đường vường góc AH và hai đường xiên AB, AC . Gọi :a = AB „b = AC 
,a“= HB, b = HC. Ta có ba mệnh để sau đây đúng : 
« Nếu : a = b thì a/ = b 
e Nếu : a > b thì a > b 
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s Nếu : a < b thì a < b 
. Các điều kiện của định lý GôBe được thoả mãn , nên ta có ba 
mệnh đề đáo sau đây cũng đúng. 

e Nếu : a' = bí thì a =b 

s Nếu a > bí thì a >b 

e Nếu: a < bí thì a<b. 

Š-4}) CÁC AỆNH ĐỀ CÓ ĐIỂU KIỆN ĐỀ PHỨC TẠP 
5.4.1. Mệnh để A,A; => B 
Rất nhiều định lý có cấu trúc logic Á¡A¿ >B. Ví dụ : 

%®” Nếu đường thẳng œ song song uới những đường thẳng b 
bà đường thẳng œ uuông góc uới mặt phẳng P thì đường 
thẳng b cũng uuông góc uới mặt phẳng P 

%“” Hai đoạn thẳng chắn giữa hai đường thẳng song song thì 
bằng nhau . 

S®” Nếu một số chỉa hết cho 2 uà chia hết cho 3 thì sổ đó chỉa 
hết cho 6. : 

Mệnh đề A;A¿ = B có hai hình thức tương đương là : 

Á¡ ©=(Aa = B) và A; — (A¡ =B) 
Thật vậy : A\A¿ ©=B = A,A, vB =(A,vA,)vB 
= Ai v(A¿v B) = Ai = (A; = B) 
= Aav(A, vB)= A;—(A¡ = B) 
Mệnh đề thuận A¡A; = B có các hình thức đảo sau : 
1. Đảo toàn bộ ;:BOAIA; 
3. Đảo bộ phận : BA = A; 
3. Đảo bộ phận : BA; = Á, 

[3 Chú ý: Nếu một định lý có cấu trúc logic Á;A¿ = B mà 
mệnh đê đảo toàn bộ B = A;AÁ; cũng đúng thì ta có 
định lý đảo của định lý đã cho. Các hình thức đảo 
bộ phận khi đó cũng đúng nhưng bhông được gọi là 
định lý đảo của định lý thuận A;A; —=B 
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Mệnh đê thuận A;As; — B có ba hình thức phửn 
đảo tương đương logic uới nhau : 


1B—(AÁ, vÀa) 
9.Ai.B 7 Á¿› 
3.A¿B ĐÁ, 


Người ta thường sử dụng một trong ba hình thức phản đảo này 
để chứng minh bằng phản chứng mệnh đề thuận có cấu trúc 
logic A¡Aa¿ =B 

Xét oí dụ: Chứng mình rằng nếu đường thằng a song 

song uới mặt phẳng P thì mọi đường thẳng b 
tuông góc uới mặt phẳng P dđêu ouông góc 
uới đường thẳng œ 

Giải 

Mệnh đề cần chứng minh trên đây có cấu trúc logic : A¡A¿ = B 

Giả sử ngược lại b không vuông góc với a 

Bởi vì a song song với mặt phẳng P suy ra tồn tại đường thẳng 
a/ c mp {P) sao cho a song song với aí. 

Bởi vì b không vuông góc với a“. Vô lý vì trái với giá thiết b 
vuông góc với mặt phẳng P.. 

Điều vô lý đó chứng tỏ b vuông góc với a. 

I Chú ý : Trong chứng mình trên ta sử dụng hình thúc phản 

đảo : B.A; = Â¿. 

5.4.9. Mệnh đề A — B,B¿ 

Trước hết ta nhận thấy : 

A =B,B¿ = A vBiB;=(A v B,XAv Bạ) = (A = BIXA = Bạ) 

Như vậy , nếu một định lý có cấu trúc logic Á =› B;B; thì chúng 
ta có thể phát biểu tách thành bai định lý có cấu trúc logic ÁA = B; 
và Á = Ðạ Chẳng hạn, đối với định lý : “Đường bính uuông góc 
uới một đây cung thì nó chia dây cung uà cung bị trương thành 
hai cung bằng nhau ”, có thể phát biểu thành hai định lý . 

Ø0ĐL;: Đường hính uuông góc uới một dây cung thì chia 
đói dây cung. 
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tì ĐL,: Đường kính uuông góc tới một đây cung thì chia 
cung bị trương thành hai cung bằng nhau. 

Mệnh đề thuận A = B¡B; có ba hình thức đảo đôi một không 
tương đương logic , đó là : 

1.BIB;ạ => A 

2. Bị =x.\ 

3. Ba >A 

Mệnh đề thuận A = B,B; có ba hình thức phản đảo 

1. B, v B, => A 

2. B, =Á 

3. B, = Á 

5.4.3. Mệnh đề A; vA; >B 

Nhận thấy : A; vAz>B= A,vÀA,vB= A,.A,vB= 

=(A,vB)(A; v B) = (A; = BXA; = B) 

Như vậy nếu một định lý có cấu trúc logic Á; x⁄ A¿ = B thì có - 
thể phát biểu tách thành hai định lý có cấu trúc logic : A, = B 
và As =B - ì 

Chẳng hạn đối với định lý : “ Trong một tam giác phân giác 
trong hoặc phân giác ngoài chịa cạnh đối diện thành hai đoạn tỉ 
lệ uới hai cạnh kê hai đoạn thăng đó ”. Chúng ta có thể tách 
thành hai định lý : 

HĐUL, : Trong một tưm giác, phân giác trong chia hai cạnh 
đối diện thành hai đoạn tỷ lệ uới hai cạnh bê hai 
đoạn thẳng đó 

[ Đ¿: Trong mội :am giác, phân giác ngoài chia cạnh đối 
điện thành hai doạn tỷ lệ uới hai cạnh bê hơi đoạn 
thẳng đó , 

Mệnh đề thuận A; v A; = B có ba hình thức đảo sau đây là 
không tương đương và không độc lập với nhau : 

1.BSSAItvA; 

2.B—= Ai 

8.B= Á¿ 
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(@f)) VẤN ĐỀ DẠY HỌC TOÁN QUỸ TÍCH 

Ở trường Phổ thông , khái niệm quỹ tích được định nghĩa như 
sau : “ Quỹ tích là một hình gôm toàn thể những điểm cùng có 
chung một tính chất nào đó uà chỉ những điển đó mà thôi “ 
(Hình học 8 - NXBGD - 1976) 

- Giả sử hình F là quỹ tích của những điểm có chưng một tính 
chất (a). Gọi M là tập hợp những điểm có tính chất (a). Từ 
định nghĩa quỹ tích trên đây, chúng ta phải chứng minh F = M. 

Như vậy , để chứng minh hình F là quỹ tích của những điểm 
có tính chất (a) thì về mặt lý thuyết tập hợp cần phải chứng 
minh hai phần : 

1. Phần thuận (M c E) : Những điểm có tính chất (a) thì nằm 

trên hình F. 
9ø. Phần đảo (FcM): Những điểm nằm trên hình K thì có 
tính chất (4) 
e Phần thuận bảo đảm tính chất không thiếu của quỹ tích 
e Phần đảo bảo đảm tính chất không thừa của quỹ tích 

Phần thuận của bài toán quỹ tích có cấu trúc logie A = B, 
trong đó A là mệnh để : “ Điểm M có tính chất œ “ và B là mệnh 
đề : “ Điểm M thuộc hình F “. 

Phần đảo của bài toán quỹ tích có cấu trúc logic B = A. Để 
giải một bài toán quỹ tích , chúng ta cần phải chứng minh cặp 
mệnh đề A = B và B = A là đúng 

Bởi vì: A==B = B = ÄÁ 

B—A=A =B 
Do đó có bốn cách chứng minh một bài toán quỹ tích 
e Cách I : Dùng cặp Thuận - Đảo . 
e Cách 9: Dùng cặp Thuận - Phần . 
« Cách 3 : Dùng cặp Phản - Đảo . 
e Cách 4: Dùng cặp phản Đảo - Phản . 

Cách 1 và Cách 2 thường được sử dụng để giải các bài toán quỹ 

tích có câu hỏi : “ Tìm quỹ tích “. 
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Cách 3 và Cách 4 thường được sử dụng để giải các bài toán quỹ 
tích với câu hỏi : “Chứng mình quỹ tích những điểm có tính 
chất ad là hình F` ” 

Chẳng hạn, có thể sử dụng Cách 3 để giải bài toán : “ Cho tam 
giác ABC có trung tuyến AD . Chúng mình rằng , quỹ tích 
những điểm M nằm trong tam giác ABC thoủ môn SAws = SAwc 
là trung tuyến AD “ _ 

*®#ˆ Phần đảo : Giả sử điểm M thuộc AD 

Ta có : SpM» = ScMn 
Mà : Sasp = Đacp B D C 
Suy ra : 5asp — Sgwp = Bacp — Scwp hay SaAwp = Samc 
%®” Phần đảo : điểm M không thuộc AD thì M có thể nằm bên 
trong một trong hai tam giác ; AABD ; AACD. 
se Nếu M nằm trong tam giác ABD thì S4wp < Sawe 
« Nếu M nằm trong tam giác ACD thì S¿wn > Sawc 
Từ đó suy ra mệnh đề được chứng minh 

Nến mệnh đề thuận của bài toán quỹ tích có cấu trúc logic : 
A:A; = B (Điểm M có các tính chất an, a;). Phần đảo phải có 
cấu trúc B — A¡AÁ; (Đảo toàn bộ) . 

Thay cho hình thức B — A¡A;, người ta thường sử dụng một 
trong ha! hình thức sau đây : 

1.  >A,XB = A;) 
2.(B= Au) (BÀI = A¿) hoặc (B = AzXBA¿ = Aj) 
Thật vậy : B Z A¡As-= B vÀ ¡êa =(B v A.XB+x Aa)= 
=(B— A/XB -› A;) 

Mặt khác : (B = A;XBÄ; = A¿) = (Bv A¡XBA, v A;) 

= (BvA,XBv rW vÃA¿›=B v (Ai XA, VIẬu) 


= BvAÁ¡Az=B— Á¡A¿ 
Vậy ta có ba hình thức trên là tương đương logic 
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Trong ba hình thức trên đây , người ta thường sử dụng hình 
thức Œ = Ai) (BA, = A;), để chứng mình phần đảo của bài 
toán quỹ tích và được trình bày như sau : 

« Lấy điểm M bất kỳ thuộc hình F`, bằng phép dựng hình ta 
chỉ ra điểm M có tính chất (a¿ (có chứng mùnh) . 

e Sưu đó sử dụng các giả thiết M thuộc hình P uà M có tính 
chất (ai), ta chứng mình cho điểm M có tính chất (a2) 

Xét uí dụ : Cho trước đường tròn tâm (1, bán kính R uà 

một điểm P cố định bên trong đường tròn . 
Một điểm A di động trên đường tròn . Tìm 
quỹ tích trung điểm M của đoạn thẳng AP. 


Giải 
S®*” Phần thuận : 
Gọi I là trưng điểm OP A 
Vì:O, P cố định suy ra I cố định K7 
Xét :AOAP, có IM là đường trung bình 
Nên ' IM = QÀ = R 
2.793 


Suy ra M thuộc đường tròn tâm I, bán kính s 


S%®” Phần đảo : 
Sử dụng hình thức (B = A¡) (BÀI = À2); ta làm như sau : 
Lấy điểm M bất kỳ thuộc đường tròn tâm I bán kính s- Nối 


PM trên tia đối của tia MP lấy điểm A sao cho MA = MP. Cần 
chứng minh À thuộc đường tròn tâm ©, bán kính R. 


Thật vậy , vì M thuộc đường tròn tâm I, bán kính ỹ 
Nên : ÌM = 3: Xét A OAP có IO =IP; MA = MP 
tuy ra : [M là đường trung bình, do đó : OA =< 2IM ; tức là : 


OA = R= ÀA thuộc. đường tròn tâm Ô bán kính R 
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Kết luận : quỹ tích những đểm M là đường tròn tâm I, bán 
kính —. 
2 


-#)m KẾT LUẬN LOGIC TỪ CÁC TIÊN ĐỀ CHO TRƯỜC 
5.6.1. Đặt vấn đề 
Cho các công thức: A >B; CD ; À vỠ. Hãy xét xem công 
thức B v D có phải là hệ quả. logic của các tiên để là các công 
thức đã cho hay không ? : 
Muốn vậy , ta cần xét xem công thức : 
F=(A=B)(C—=D)(A vfỳ>BvD có là công thức hằng 
đúng hay không ? 
Dùng phép biến đổi tương đương logic công thức F 
F= (A v BXC v DXA v C)v (B v D) 
=F=ABvCDvA.C vBvÐD 
=F=(BvA.B)v(DvC.D)vA.ẽ 
=P=(PvA)v(DvC)vA.€ 
=F=(BvDvC)v(AvA.€) 
=F+x(BvDv€)v(Av Ở)=1 
A=B,C=D,AvC 
BvD 
Công thức B v D là hệ quả logic từ các tiên để đã cho 
5.6.2. Thuật toán tìm hệ quả cửa logic : 
Cho bài toán : Tìm hệ quả của togic từ các tiên đề cho 
trước :A —(R >C),A ¬B 
Giải 
« Bước I : Đặt F = (A = (B © C)) (A = B) 
s Bước 9: Biến đổi F về dạng chuẩn hội hoàn toàn 
F=(AvB vŒ)(Á vBvŒ›(A vBv C) 
» Bước 3 : Xét tất cả các khả năng hệ quả logic có thể là các 
công thức 
1, A vBvŒ;A vBvC;AvBvC€ 
2.(A vBvCXAvBvCŒ) 


Vậy ta có : 
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3.(A v BvCXAvBvC€). 
4.(A vBvCXA vBvC) 
5.(A vBvCXA vBvCXA vBv€) 

« Bước 4 : Đánh giá để chọn hệ quả logic không tâm thường ; 
rút gọn . Nhận thấy các hệ quả logic 1. ; 4. ; 5. là tâm thường 
9. A v((A vŒ(Bv€Œ))= Av(CvBB)= AvC=A=C 
3. s(A =(B>©)) (A = (C =B)). 


$6 HñI PHƯƠNG PHÉP CHỨNG MINH 


€ ”) PHƯƠNG PHÁP TỔNG HỢP 
6.1.1. KN : Chứng minh một mệnh đề toán học bằng cách đi từ 
mệnh đề đúng đã biết, suy diễn tới mệnh đê cần 
chứng mình được gọi là chứng mình bằng phương 
pháp tổng hợp . 
6.1.9. Sơ đồ cấu trúc logic 
A=B=C=...... =YŸ =X. Trong đó A là mệnh đề đúng 
đã biết , còn X là mệnh đề cần chứng mỉnh . 


AD=ĐB,A 
B. 

f1 Vi dụ: Chứng mình rằng nếu x oòè y là nghiệm thực 
của phương trình : x” + y? = 1 thì ta có bết 
đẳng thức : \x + y\ < 42 

Giải 

Ta có với mọi x, y : (x.- y)Ÿ>0 =x?-2xy+yˆ>0 

=x?+y°>2xy =x?+y”+ 2xy <2(K” + y”) 

=(x+y<2 => lx+yl< 42 


S3 PHƯƠNG PHÁP PHÂN TÍCH 
6.9.1. Phương pháp phân tích đi lên 
Giá sử cần phải chứng minh mệnh để X đúng . Ta xuất phát 
ngay từ X va xem X là hệ quả logic của mệnh đề Y nào đó . 
Tiếp tục quá trình đó để cuối cùng biết được các mẽnh đề trung 


Cơ sở của phương pháp tổng hợp là Modusponens : 
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gian là hệ quả logic của một mệnh để đúng đã biết ÀA nào đó, Từ 
đó ta suy ra được X được chứng minh . 
Sơ đồ cấu trúc logic cuả phương pháp phân tích đi lên là : 
XeYc..... cCcBcA 
Cơ sở của phương pháp phân tích đi lên là Modusponens . Sử 
dụng phương pháp phân tích đi lên để chứng mình mệnh đề X ta 
thường trình bày như sau : “ Äuốn, chứng mình X ta cân chứn 
mình Y. Muốn chứng mình Y ta cẳn chúng mình C...... Muốn 
chúng mình B ta cần chứng mình A ” ` 
Đổi vì A là mệnh đề đúng đã biết , nên từ đó suy ra X được 
chứng minh . 
[ Chú ý: Phối hợp phương pháp tổng hợp uà phương pháp 
phân tích đi lên để trình bày chứng mình mệnh đê 
X ta có phương pháp biến đổi tương đương là 
phương pháp rất hay được sử dụng trong các chứng 
mình Toán học : 
H Ví dụ 1 : Chứng minh rằng : uới mọi số thực œ „ b ta luôn 
luôn, cô bất đẳng thức : d° + b + 1 >db + œ + b (U 
Giải 
Ta có : Đ 2a”+ 2b?+ 2 > 2ab + 9a + 9b 
S (a” - 2ab + b?) + (a2 — 2a + 1) + (b2 ~ 9b + 1) > 0 
©(a - bŸ” + (a - 1} + (b - 1> 0 (2) 
Bởi vì bất đẳng thức (2) đúng , nên suy ra (1) được chứng minh 
tï Ví dụ 3: Chứng minh rằng uới mọi x, y khác không , 
ta có bất đẳng thức : xÍ+ „'«< s + s (1U 
Giải 
Ta có : _ xếy” (x' + y') < x” + yề (vì x2, y?>0) 
©x” + yÊ— x° y2 — x2 về > Ọ 
© xÍ(x”~ y®) - y%x? ~ y2) > 0 c (x2 _ y”Xx? ¬ yŸ) >0 
© (x? ~ y2Xx? _ y?Xx!+x?y?+ y)>0 
_=Œ2~y*# (x* + x5y? + y*) > 0 (2) 
Bởi vì (2) đúng nên suy ra (1) được chứng minh . 
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6.2.9. Pha..ng pháp phân tích đi xuống 
Giá sử là mệnh để cân xác định tính chất đúng hoặc là sai 
Phương pháp phân tích đi xuống có tác dụng như sau : 
1. Báo bỏ mệnh đề X, tức là chúng mình X sai 
9. Nấu X là mệnh đề cần chúng mình thì nó cho phép tìm ra 
được tiền đề mà ta cần xuất phát để có thể chứng mình 
được X 
Sơ đề cấu trúc logic của phương pháp phân tích đi xuống : 
: -XÝY=7=....=B=À 
« Nếu A sai thì X sai , tức là bác bỏ X 
s Nếu A đúng thì có thể dùng A làm tiền để xuất phát chứng 
minh trong trường hợp ta suy được À = B...=7Z=ŸYŸ=X 
thì X được chứng mình . 


Bài 71 
Chứng mình rằng : 
1 (6!) /3ã 9/ (00% +a" +32) 717 
3! (7"°? + 871) ;57 AI (25.3 "+ 611!) 37 
Hướng dẫn 
Sử dụng phương pháp quy nạp toán học . 
Bài 72 


1 Chứng mình rằng nếu P là một số nguyên tố thì ta có 

tất cả các số C}, ;C? ; C;...C? “ đêu chía hết cho P 

2 Chứng mình rằng phương pháp quy nạp (oán học , 

khẳng định sau đây là đúng : oới mọi số tự nhiên n khác 

0 ta có : A„ = nP —n chía hết cho p, với p là một số nguyên 
_tổ. 

3/ Tìm cách bháúc chứng mình khẳng định đã cho. 

Giải 

1/ Trước tiên dễ thấy C* được xác định ở trong bài là một số tự 
nhiên với n, k là số tự nhiên mà 1 <k<n 

Giả sử P là số nguyên tố : 1 < k< p-l 
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Ta có :Ck =_—PL—_ _PP-1Xp-2).(p-k+D 

ki(p - ki 1.2.8..k 

Vì p là một số nguyên tố , cho nên p không chia hết cho bất 
kỳ số nào từ 1, 2,..., k có ở mẫu số. 

Do C} là số tự nhiên, suy ra : (p - lXp - 3).. (p~— k + 1) chia 
hết cbo tích 1.2.. k. Từ đó ta có C} chia hết cho p với mọi k 
nhận các giá trị từ I đến p - 1 
2/« Khi :n = 1, ta có : À¡ = 1? - 1= 0 chia hết cho p 

« Giả sử khẳng định đúng với n = k >1, nghĩa là Ay = k?* 
chia hất cho p . 

e Cần phải chứng minh : Á¿_¡ = (k + 1)? - (k + 1) cũng chia hết 
cho p 
- Xét hiệu: Au;— A¿ = (k + 1)—ˆ(Œ + 1) — (kP~ k) 

=(k+1}-1-kP 

Thay : (k + 1P = CðkP? +C}kP”! + C?kP? +... +CP^!k + CP 

Ta có : : 

Ấy - Âu = kP + CCkP! + CZkP”? +...+CP"'k+1—-1-—kP 
=2 Aii- Ay= CjkP! +C2kP?+...+CP'k ) (vìiCP =C? =1) 
Theo câu 1 ta có :C;,C7,...,CP ' đều chia hết cho p, do đó vế 
phải của (1) chia hết Noi P-‹ 
Tức là Ày,¡ ~ Áy chia hết cho p, theo giả thiết quy nạp. A chia 
hết cho p. Vậy : A„ ¡ chỉ hết cho p. 
Ö =« Kết luận : Aa = nP - n chia hết cho p, với mọi n > 1 
8/'Ta có : Aa = nínP~!~ 1) 
Nếu p = 2 hiển nhiên nŸ - n = nín - 1}: 3 
Xét p > 2 ; có 2 trường hợp : 
[ñTTH; : Với n : p hiển nhiên A„: p 
TH;: (n.p)= 1. Xét đấy (p - 1) số :n, 2n,„..,(p-— 1)n 
Không có số hạng nào của dãy số này chia hết cho p-, vì vậy 
khi chia các số này cho p ta nhận được các số dư từ 1 đến p ~ 1 
n=q:.P +r 
2n = q¿.Ð tra 


(p - ÙĐn = q,¡.Ð +F,; 
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Dã thấy các số dư rị, ra..., rạ¡, đôi một khác nhau (vì giá sử 
ngược lại có 2 số dư bằng nhau sẽ dẫn tới vô lý ) 
Xét tích của các vế trong (p —- 1) đẳng thức : 
2...(p-1)n?P!=Bp+12...(p-1)ˆ 
Suy ra : nPÌ~ 1 chia hết cho p 
Vậy : Aa = nín”! -n) ip 
Bài 78 
Chứng mình rằng : uới mọi số tự nhiên n ía có 
1/ 4" + lãn - 1 chỉa hết cho 9 
2/8'? _ ân + 37 chia hết cho 64 
3/ 9"? 3" + ấn -4 chia hết cho 2ã. 


Bài 74 
Chứng mình rằng uới mọi số n bhác không ta cô : 

146"+ øð"-4 chia hết cho ð 

3/ 2m1 a8 chia hết cho 18 

3/ g1 +? chia hết cho 21 

4/82 + 72"+6 chia hết cho 9 

5i 81! 2m! (1,299! chịa hết cho 19 

6 gm+2 +24 chia hết cho 11 

7/9.7+ 1 chỉ hết cho 3 

8/8"+6 chí hết cho 7. 


Hướng dẫn 
1/ Biểu diễn : 4.6° + ð" - 4 = ð”+ 4(6” ~ 1) 
2/ Biểu diễn : 42"! + 3°*? = 4(16°- 8") + 18 .3" 
3/ Biểu diễn : B0 4"? = B(25"~4") + 21 .4" 
Bài 75 
Tính các tổng sau đây bằng cách : 
* Dùng phép quy nạp không hoàn toàn để dự đoán hết quả. 
* Dùng phương pháp quy nạp toứn học chứng mình kết 
quả dự đoán 


: 1 . * 
TÊN" 1ã 8g” ” (8g- D(23n+Ð 
11 1 
MÔN" Tái Vn= 208m v1) 2 
8! S„ = 1-9 + 3 — £ +...+ (U® — 
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Hướng dẫn 
Dự đoán quy nạp không hoàn toàn . 


n n 
 ——: 2/5. = “ 
Tiên 2n+1” ồn 8n +1 
8/ 8, = (1n! , Sế8 2 9 
n ~ * 2 
Bài 76 


Chứng mình các khẳng định sau là đúng : 
1/1+2+3+...+n= = + 1) 


2 
3/0 12+ 9! + 39' +... .+ HP ¬>—_ƒ.ừẹ.Ă 


nŸ.(n +1)! 

4 
4l1.2+ 3.8.+ 3.4+...+ nín + 1) = mg 
ð/ 1. 4+ 4.7 + 7.10 +.. .+ (Øn— 9)(8n + U = nén + 1 


6ƒ (n + 1)Œt + 2) (n +3)... .(n + n) = 9.1.3.5. .(2n — 1) 
/ ' HỲN cá  n n? ní{n + 1) 


3/1 + 2)+,..+nỦ= 


18 36 ”57  ”  (Ðn- ĐƯÊN+Ổ S(ồNGỔ) 


Tính các tích sau đây bằng cách . 
~ Đùng phép quy nạp không hoàn toàn để dự đoán kết 
quả. 
~ Đàng phương phớp quy nạp toán học chứng mình dự 
đoán 


XP 2000172) 
.*.«(-3r-1)4t-tm) 


4 4 ki 
3/P„= |1-—~ |1-—|.| !-———— 
[ HỆ Ð) Am) 


Hướng dẫn 


1/P„= : 
n+l 


2/ e Bước l : Dự đoán kết quả 
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Pị _. 1+2 
4 241+1) 
p.Š 8 4__212 
2?” 43'9 6 92+) 
p.„ 4 lỗ_5_ 8+2 
°` 6816 8 238+1) 
Dự đền Bé 
2(n +1} 
e Bước 9 : Chứng minh 
s«Khi:n=1Pị¡= sac 24 r1 khẳng định đúng 


« Giá sử khẳng định đúng với : n = k >1, tức là : Pạ = Sr ca 


Cân chứng minh khẳng định cũng đúng với : n = k + 1 
1 )- k+2 (+2) -1 


Thậy vậy : Pụ.¡ = Pạ Í = 


(k+2)?j 24k+l) (k+Ø? 
` Bi : (k+3Xk+1Xk+8) : 
2( + LXk +2)? 
= Pèi= —Ê *Š— khẳng định đúng 
2(k +9) : 
e Kất luận : Pa : CUÊ 
: 2{n +1) 
4 3 2.2+1 
8U Pel-c=-_- =-C 
_ SE: TS”) 31-1 
P.= 11-2)” ~ sa S, 
1 9 8 22-1 
Đn3 šh- _—_7_ _28+1 
3\ ` 95 5B 28-1 
Dự do 0P 22c 


2n -l 
Chứng mình kết quả dự đoán bằng phương pháp quy nạp toán 
học . te 


Bài 78 
Tìm tất cả các số tự nhiên n để các bất đằng thức sau 


luôn luôn đúng : 
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12ˆ>n 4/2" » nề 


Hướng dẫn - 
Đáp số : i/n > ð 9/n>10 
Bài 79 
Chứng mình các bất đẳng thức sưu đây : 
Xi kh ng ch : 
1 1 1 
2/ ——-+...+-——— 
Hn+ỊI n1. PP lu 
3 i + : +, + ! » ÊŠ gới n 39 
#n+ n+9 n+n 4 
Bài 80 


Chứng mình rằng nếu x¡, xs„,.. „ x„ là các số cùng dấu 
uờ lớn hơn —1 thì ta có bất dẳng thức : 
(1 + x:)(Í + x¿).. .(Ï + xa) >2 Ï + 1Xị + Xg +19 +... .+2y 
Giải ˆ 
s Khi n= 1 ta có: 1 +xị >1 +xị khẳng định đúng 
« Giá sử khẳng định đúng với n = k > 1 
Tức là : (1 + xị) (1 + x;).. (1 + Xw) > Ì + Xị + Xu +....+Xy 
Ta cần phải chứng minh khẳng định cũng đúng với : n = k + 1 
Tức là : (1 + xị) (1 + x¿)...(Í + xe X+ Xk.t) > Ì + Xị + Xa +...+ Xưan 
Theo giả thiết quy nạp, ta có : 
(1 +x¡X1 +x;¿).. .(1 + xự)> 1 + xị +Xa+...+%Xy 
Nhân cá hai vế với 1 + x„ > Ö ta có : 
(1 + x:¡X1+ x2)... (Í + xeXI + Xe¿¡) > (l + Xu¿g) LÌ + Xi + Xe +...+ 
+ xu) >( +Xị+Xa+.. + XgÌ) + Xu,j(Ì + Äị + Xa +... .+Xv) 
Vẽ phải thu gọn và nhóm thành : 
(Í + Xị +X¿ +... .+ Xe + Xx.t) + (Xk¿IXI + Xpzi Xa +... + Xe. (Xu Ồ 
Theo giả thiết xị, x;a,.. .xa cùng đấu, do đó ta có điều phải 
chứng minh . 
Bài 81 b 
Chứng mình rằng uới mọi số tự nhiên n >9, số Fermat 


“ 
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'F¿, =2?°+1 có 1 chữ số tận cùng là 7. 


Hướng dẫn 

Pu m  — TỶ +1 yới mọi k >2 
Bài 82 
Chứng mình rằng : V+x> 0; vn c 2° tạ có: 

% 1x +. ." 

e*> rTÊM Fiệt T0 ng0 (1) 
Với n† = 1.2... n uà 0! = † 

Giai 
2. n 

BĐT () © D0 L1 1n |0 xnàu 


Và ta chứng minh (2) bằng quy nạp : 

« Bước L : Ta chứng minh (2) với n = l : 
Lúc đó : (1)  Ññ(x)= e°- 1-x>0;Vx>0 
Để ý : ñ(x) = e°— 1= e”"> 0; Vx >0 
= Hàm f, đồng biến trên (0 ; + œ) 
Xét:x>0 = ñœ) > fñ(0) ; mà f(0) = 0 
=f()> 0 
Hay e* - 1 —x >0; vVx >0 : 
Vậy BĐT (2) được chứng minh với n = l 

«e Bước 9 : Giả sử BĐT (2) đúng với n = k ; nghĩa là : 
Ra set [T3 Ð tấp --JJ>9 Vx >0 

0@:UH 2 kl 

s Bước 3 : chứng minh (2) đúng với n = k + 1 
Xét hàm đặc trưng : 


GD ớt c 
l |0 1 2 no (k+bDf 


' — 1... xF 
= va (Xx)=e T lã'š**-*E 
=> fẶVíx)=(x)>0;Vx>0 (do giả thiết quy nạp bước k ) 
_= §„¡ đồng biến trên (0; + œ) 
Xét:x>0 =Ñ,1œ) >f⁄.¡(0) ; mà f,, ¡ (0) = Ö 


=fttx) >Ö ;Vx <{o ¡5 
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Vậy BĐT (2) đúng với n = k +1 = (đpem). 
Cách khác : 

Ta chứng minh (*) bằng nguyên lý quy nạp toán học : 
se _ Khin=ltacó:ef >1; Vy e(0;x] 


x x 

> {s4 > [& hay e"— 1> x 
ọ 0 

=> e >l+x ;Vx>0 


Vậy bất đẳng thức (*) đúng bử: m=l 
x2 


«_ˆ Giả sửc">1+x+ Ã— ca v.. n ;Vx>0;VkeZ* (1) 
Như vậy ta có giả thiết quy nạp 
v* 
ý bEP 
eKf>l+y+ Phấn tên ;VWy c(0; 1} (2) 


Từ (2), 3 ý Tg0s l6 2-12 65:-À204280chên Thật vậy : 


(@} 5 : 2 
> cay v] v kẫ +. -+Š Dy 
0 


k+1 


XT—1 ở + _- c8 
=e đit so 'tn 


x? x3 xk?1 , 
> >1 +x+ TẾT En TT (3) 


Do (3) suy ra bất đẳng thức đã cho cũng đúng khi n = k + 1 
Theo nguyên lý quy nạp toán học, (*) được chứng minh xong. 


8 
Vậy :e" ¬ _" ;Vn>0;v⁄n c! 
nỉ 
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Bài 83 

Cho n hình uuông bất kỳ. Chứng mỉnh TA có thể cắt 
chúng ra làm nhiêu mánh để khi ghép lại thành một hình 
tĐuông mới 

: Giải 

H GD, : Khi n = l1 mệnh để trên hiển nhiên cho trường hợp 
tầm thường của bài toán. . 

Ta chứng minh khi n = 2 mệnh đề vẫn đúng. 
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Lân lượt gọi độ dài các cạnh của hai hình vuông cho trước 
ABCD và abcd là x và y (x > y). 
Trên các cạnh của hình vuông ABCD (h.a) ta lấy các đoạn 


AM = BN = CP = DQ = Sr# 


Cắt hình vuông dọc theo các đường thẳng MP và NQ, dễ 
thấy rằng MP và NQ vuông góc với nhau và chia hình vuông 
thành bốn mảnh bằng nhau tại tâm O của nó. 

Bây giờ ghép các mảnh với hình vuông thứ hai như trong 
h.b, ta được một hình vuông vì Mí, N/, P, Q các góc bù nhau, 


PC 1ˆ, cẾT cua dd ớơa. 


A“, B/, C/, D/ là các góc vuông và A'B = BC = CD = DA.. 


K? na) (hb) 


f1 GĐ,: Giả sử mệnh để được chứng minh với n hình vuông 
(1) và ta có :n + 1 hình vuông K, K¿,....... M40 cay 
f1 GĐ,: Lấy ra hai hình bất kỳ, chẳng hạn K,, Kạ, ›, nhờ GĐạ 
ta có thể cắt một trong hai hình vuông này và ghép các mảnh 
của với hình vuông thứ hai để có hình vuông mới Kí. 

Khi đó nhờ giả thiết quy nạp (1) ta có thể cắt n hình vuông 


\.9YẬ” „xe, ,„ K„:, Kạ tạo nên một hình vuông mới từ những 
mảnh cắt này (đpcm). \ 
Bài 84 


Cho AABC, qua C vẽ (n - 1) đường thẳng CM,, CM¿„ CM›, 
...„ CM„ ;, chia tam giác thành n tam giác nhỏ hơn AACM,, 
A M,CM.. .... AM,„.,CB. Gọi Pụ F2 ‹-‹v Ÿn tuà ØI Ø%s «e5 ˆ 

Thật vậy : : 
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Øøn lần lượt là bán kính các đường (tròn nội tiếp uà bàng 
tiếp của các tam giác này (tất cả các đường tròn bàng (tiếp 
đều nằm trong góc C của tam giác, xem h.6a). Gọi r oà F) 
lân lượt là bán kính đường tròn nội tiếp uù bùng tiếp (góc 
C) của AABC. Chứng mình rằng : 
\Bh 7y này x7: 
Ø Ø; Øạ Ø 
Giải 
Gọi 8 ta diện tịch của AABC và p là nửa chu vi. Khi đó, như 
đã biết S = pr. Mặt khác, nếu O là tâm đường tròn bàng tiếp của 
AABC (h.b) thì : 
Ð = Saoac + ÖaocB — ỔaoAn 


1 1 1 1 
S5=_—b _ —— =# — —. = _ 
=. : p+ap 2c stbva c}p =(p-c)p 
Do đó : pr = (p - c)p và nướng 
p p 
Hơn nữa từ định lý hàm tang 


(p ~ bXp - c) B_ Íp-aXp-c) 
———— và tg—= |'P-^2ÄP-C) 
p(p -a) = p(p - b) 


Ta có : 


:- Và ANG -) lí - b)(p - e)(p - a)(p - c) p- ? 
tưS.tg—> .|———— 4: <- tị 
b2 sỂ” PÐŒ - a)p(p - b) P 00 


p 
Sau những nhận xét sơ bộ này íq trở lại chứng mình 
định lý bằng quy nạp. 
O 


£ : 
: 9 mb) 
f1 GD, : Khi n = 1 mệnh đề (1) đúng hiển nhiên với trường hợp 


k) 


tâm thường. Ta chứng mỉnh nó đúng với n = 2. Ở đây đường 
thẳng CM chia AABC thành hai tam giác nhỏ hơn AACM và ACMB. 
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Nhờ công thức (1) : 


A CMA , 180-CMA ,B_ ,A,B r 
= tơ —.tg—— .t; >"——>—  tg—= tg-.tg-—=—. 
82 dể 2 8Ð Sr^ S9, 825 


 GĐ,: Giả sử mệnh đề đúng với n - 1 đường thẳng và có n 
đường thẳng CMạ, CM¿,..., CMa chia AABC làm {n + 1) tam giác 
nhỏ hơn AACM;, AM:ƠM;,..., AM,CB. Xét hai trong các tam 
giác này, chẳng hạn AACM: và AM;CM¿. Như đã biết ở GĐ); : 


BIỂN SIC Tử. ; ạz ; piz là bán kính đường tròn nội tiếp và. 
P‹ Dz P2 : 
bàng tiếp (góc C) của AACM;. Nhưng với n tam giác AACM,, 
À M;CMạ, #zSÿ AM,GB ta có : 


TH Tạ Tn Tpị _ TÝ 


Pịsz Ðaz " “ẾN Pn+1 p 
NT Tn Tai _T 
Pạ Da Pn Pn+1 p 
Bài 85 
Cho n là số tự nhiên :n e N={|0 ;1; 9 ;...; n ;..}. Chứng 
mình rằng nó có thể biểu diễn nó duy nhất dưới dạng : 
` (x++)? +3x+y „ 


(đpcm). 


„ +, 
Ệ 3 . 
ở dây + uà y là các số tự nhiên. 
Giái . 


Điểm (x ; y) trên mặt phẳng tọa độ (Oxy) gọi là " điểm 
nguyên ", nếu như x và y đều là các số nguyên. Ta đánh số tất cả 
các " điểm nguyên " của mặt phẳng tọa độ, theo thứ tự như trong 
hình sau đây (lưới nguyên ; thực sự là lưới các số tự nhiên) : 

1L 

Ta sẽ chứng mỉnh biểu diễn n = _— () 
với x; y  N bằng quy nạp : 

« Với n = 0, ta xét điểm (0 ; 0) và hiển nhiên ta có : 


2 
0= ——_ẮĂ (điểm (0 ; 0) được mang số 0) 
e Với n = 1, ta xét điểm (0 ; 1) và tương tự ta có : 
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1= &+y))+8.0+1 


5 (điểm (0 ; 1) được mang số 1) 


e Với n = 2, ta xét điểm mang số 2, đó ià diểrn (1 ; 0) và có 
_ (x+y)?+8.1+0 
3 2 


2 


mnn 
CV NENENg là Da | 
NNANE bí) 


NNRNNRN- 


9 14 90 35x 


Như vậy với các số 0 ; 1 ; 2 tương ứng ta đã chọn các điểm 
mang số 0 ; 1 ; 2 dưới dạng xếp đặt ziczae và lúc bấy giờ đẳng 
thức cần chứng minh là đúng, trong đó (x;y) là tọa độ của các 
điểm tương ứng. 

Giả thiết qui nạp là điều khẳng định của bài toán đã đúng 
đến k, tức là ứng với điểm mang số thứ tự k có tọa độ (x ; y) thì 
ta có : 

k v2 vêcty (2) 

Xét số (k + 1). Tương ứng việc ta xét điểm mang số thứ tự 
(k + 1). Có hai khả năng xảy ra. 
f1 Nếu y#0: ở đây (x; y) là tọa độ của điểm mang số thứ tự k. 
Theo cách đánh số như trên thì điểm mang số thứ tự k + 1 sẽ có 
tọa độ là x+1;y) ˆ 

Ta có : 

[(x + 1) + (y — 1)]? + 3x +1)+(y-1)_(x+y)°+8x+y+2 
2 ` 2 
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lạ +1) +y - DỊP + 8œ +1) + =1) — ¡ „+y)? tâx +y 
D 2 


=1+k @) 
7 Nếu y = 0. Theo cách đánh số thì điểm mang số thứ tự 
b+1 sẽ cá tọa độ (0 ; x + 1). Lúc đó theo giả thiết qui nạp : 
2 2 
{0 + (x + 1)]ˆ + 3.0 +(x +1) = (x+0) SH ti=k+1() 


2 
Ø Vậy theo (3) và (4) thì ứng với điểm mang số thứ tự k + 1 thì 
điểm đó có tọa độ là (œ ; 8), và theo chứng mình trên ta luôn có : 


k+1(Œ+)° +3x+ÿ 


2 
Vậy điêu khẳng định đúng đến n = k + 1. Theo nguyên lý qui 
nạp VneÌ ta có : 


2+8 
= (x+y, cầxyyy ¬ Soi Á ;Vx;yeÌN 


Do mỗi " điểm nguyên " được mang 1 số duy nhất trong cách 
đánh số nói trên, từ lập luận trên ta có biểu diễn như ở giả thiết 
luôn là duy nhất (đpem). 

Bài 86 
1/ Chứng mình rằng : 

|gin(nx)| < n|gên x|  (U ; vn « N; xe 
9/ Chứng mỉnh rằng : 


Z 
.(h+)eosTr 


-nc08^— > I ; Vhn >2 
n 
Giải 
1/ Ta chứng minh bất đẳng thức (1) bằng phương pháp quy nạp : 
() 
«Khi n=0 © 0<0 (đúng vx e R) 
Vậy (1) được chứng minh xong khi n = Ô. 
@) 
Tương tự :n= 1 © binzx| < |sin xị. 
Nghĩa là hai trường hợp tâm thường đã được chứng mình xong ; Vx. 
« Giả định (1) đúng với n = k; k  N, nghĩa là ta có : 
|ginkx3 < kinx| (2) 
« Xét : |sin(k + 1)x| = |ain(kx + xị 
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= |sin& + 1)x| = šin(kx) cos x + sin x cos(kx} < 
< in(kx) cos x| + Jsin x cos(kx)| 
= jsin( + Dx| < |sin(kxJ[cos x| + |sin x|cos(kx)| < 
< |sindx} + |sin x| < klsin x| + |sin x| : do (2) 
= |inŒ + 1)z| = (k + 1Jsin x| 
= (1) đúng với n = k + 1 
Vậy (1) được chứng minh xong bằng quy nạp. 


2/_ Xét (n+1)cos—" 
n+ 


KUI 
—I C08 —- > Í 
1 . n 


TL 


+1 


Lá Lụ 
nị cos — C08 — | > Ì ~ cos 
n+l n n 


= x(2n } 


: 7 š L†+H .— 2 Tr 
TỶ 2nín ST] lu 2nÁn +1) XS) 2n +1) 
Ta chứng mình bất đằng thức cuối cùng lò đúng. Chỉ 
cần chứng mình : 
a/ sìn Tn + 1) Ta = sin——— > sin——" 
2n{n + 1) 2n(n +1) (n +1) 2ín +1 


(với n > 2, với các cung ở đây đều ở trong khoảng Ío , s] trên 
hàm số sin đồng biến). : 


: 1T ` b 
b/ n 811 — > II] ——— 
2nÍn + 1) 2(n + 1) 


Đá — =. su ; t8 Có : nsỉnœ > sinno. 
2nn +1) TS 

Ta chứng minh bất đẳng thức này bằng phương pháp qui nạp. 

°Ò Vớin=2 = 9sinơœ >sin2œ 
= 2sin œ > 2sin œ cos œ (vì cos œ < 1) 

© Giả sử bất đẳng thúc đúng với n = k tức là : ksinơ > sinkœ 
« Cần phải chứng minh : (k + 1)sinœ > gin(Œ + 1)x 

Thật vậy : ksinœ > sinkœ 

© ksinœ + sinœ > sinkœ + sinœ 


© (k+ line > tin E2 co, ( = () 


Bất đẳng thức (1) đúng vì : cọstE + 1⁄ : 1b _„ẲÉ : 1): 


+ 
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(các cung kịh : kƒc 0; 5] niên bàm số cosin nghịch biến) 
(k + 1}x _ {k + 1»: 
2 2 


© (k + 1)sinœ > sin(Œk + 1x = (đpem) 
Bài 87 
lị 
1/ Tính tích phân : Ï = ị (2x -— 1e*'”°dx 


Ta có : (k + 1)sinœ > 2sin 


9/ Với mọi số nguyên dương n, chứng minh rằng : 
1 
jt2z ¬ 1)?" Ha x—e vực =0 
ø 


Giải 


1 
⁄ Xét:I= [tex- De" "'ả (1) 
: 


=>l=- [e4 -x?) =— e8 =0 (ycbt) 
ø Ghi chứ : Trong (1) nếu đổi biến † = x — x', thì sai khi tính : 
I1=~ [e« = 0, do uì phạm điều kiện + không 
đơn điệu trên [0 ; 11. 
3; Xét:l,= [œ ~1)2n+1ex-x*”qx =0 (1); va eZ! 
Bằng “hưng pháp chứng minh quy nạp, ta có : 


1 
q@1† 
è "321 25.:1= [t2x-Ð?er“ 4x 
0 


Đác J0” (2x - ÙZ = du = 4(2x - 1)dx 
— ` |ay =(9x - De* = v = -e**” (do câu 1/) ` 


1 
Lúc đó : lị = -(2x - Le *” 
lÐ 


{ 
+4 Ị (2x - e*-* dx 
0 


=>  lị=-(1-1)+l¿=0 (do câu a)) 
Vậy : (1) được kiểm tra đúng với n =1. 
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s Giả sử biểu thức trên đúng với n = k >1; vk e Z 
1 , : 
Ta có : ly = Ỉ (2x — 1)?**te*-*'dx ~ 0 (8) (uôn đúng) 


ọ 
s Ta cần chứng minh biểu thức trên đúng với : n = k + 1, thật 
vậy xót : 


Ì 
II, = [(@x-D?*ˆ8e*-“ax 
ö 


u=(2x-1)*'? = du =(2k +2).2(9x—1)2**ldx 


dv =(2x-— 1)e*ˆ*“dx =v=-ex*f (đo câu n)} 


Lại đặt : 


1 
lay,¡ =— (2x—1)2*2eX-*“ | + 4(k + 1) Ị (2x —1)?k*lạx *'qy 
Ð 


lạy.¡= Ô + 4(Œ + Đly =0 (đo (2) (yebt) 

Vậy : công thức trên đúng với n = k + 1. Theo lý quy nạp ta có 
lạ =0;vneZ'. 
°« Ghỉ chú: j#Ƒhi kết hợp hai bết quả câu 1 uè câu 2/ của 

bài loán, ta có : l„ = 0; Vụ œ )N 

Bài 88 : 

Chứng mình rằng : (n” + án +3) 78 (U (oới ne Z?2;nl¿) 

Giải 
® n= (số lẻ đầu tiên) = 8:8 khẳng định đúng với n= 1 
© Giả sử khẳng định đứng với n = k > 1 vk eZ;k lẻ. Tứ là ta có; 
(k?+4k+8):8 (2) ; Vk lẻ lớn hơn hay bằng 1 

e Cần chứng minh khẳng định đúng với n = k + 2 (vì k + 2) là 
số lề liền sau k ). . 

Tức là phải chứng minh : [(Œk + 2) + 4(k + 3) + 8] : 8 (3) 

Thật vậy : (SỐ BỊ CHIA}⁄¿; = k?+ 4k +4+4k+8+3 

= (SỐ BỊ CHIA} = (k? +4k +83+4(k +8 
¡8 do() b1 

Vậy (3) được chứng minh . 

Theo phép chứng minh quy nạp ta có : (n? + 4n + 3): 8: Vn e Z"'; 
m lẻ, : 
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Bài 89 : 

Tìm sai lắm trong “ Chứng mình ” khẳng định sau đây số 
A,= 2n + 1 là một số chẵn uới mọi số tự nhiên n. 

Giải 

Giả sử khẳng định đúng với : n = k + 1 

Thật vậy : Ás.¡ = 2Œ + 1)= 1(2k + l) + 2 

Suy ra : „¿¡ = Â+ 2 theo giả thiết quy nạp Ax là số chấn , suy 
ra ay +.2 là chắn tức là khẳng định đúng với n = k +l 

Rết luận : A„ = 2n + 1 là một gố chẩn () 
Bài 90 

Chứng mình rằng : Vm > 1;m e nếu (m - 1) ! + 1 chỉa 
hết cho m thì m là số nguyên tố 

Giải 
« Giá sử ngược lại m không là số nguyên tố 
ViM> 1 suy ra m là hợp số, tức là : m = a.b ; với a<a, b <m 


Ta có : (m ~ 1)! = 1.2.3....a.b...(m — 1) chia hết cho a và b tức là 
{m - 1)! chia hết cho m . 


Suy ra : (m — 1)! + 1 không chia hết cho m.. Vô lý vì trái với 
›giảá thiết . 

ø Điều vô lý đó chứng tổ rằng : m là số nguyền tố 
Bài 91 

Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n ta có phân số 


23ïn + đ... TA + 
1. là phân số tốt giản . 
Giải 


« Giá sử ngược lại hân số ng là chưa tối giản với một số 
tự nhiên n nào đó . 

ø Khi đó : (21n +4, Lán + 8)= d> 1 

Suy ra : 21n + 4 = dq và lán + 3 = dp 

‹# Từ : 21n + 4 = dq suy ra : 42n + 8 = 2dq (1) 

Œ° Từ : lán + 3= dq suy ra: 42n +9 -3dg (2) 


Xét hiệu của (2) và (1) : 1 = 8dp - 2dq 
Do đó : (3p - 2q) = 1 và d \ 1. Vô lý vì trái với giá sử d > 1 
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2in+ 
l4n + 


« Điêu vô lý chứng tổ rằng : phân số n là tối giần với 


mọi số tự nhiên n. 
Bài 92 
Chứng mình rằng : không tôn tại các số nguyên Ø, Ð, c, d 
thoả mãn các đằng thức : 
œbcd - q = 1961 
qöcd - q = 961 
qbòcd —oc = 61 


œbcd - d = 1 
(THỊ HỌC SINH GIỎI MOSCOW - 1961) 
Giải 
«e Giả sử ngược lại có các số nguyên a,b,c,d thoả mãn 
« Từ abcd - a = 1961 — a(bcd - 1) = 1961 =a là số lẻ . 
Lập luận tương tự từ các đẳng thức thứ 2 , thứ 3 và thứ 4 ta 
suy ra: b, c,d là các số lẻ. 
Khia;b;c; d lế ta suy ra : abcd là số lẻ, do đó abcd - đ 
không thể là số lẻ (vô lý) 
(vì hiệu của hai số lẻ là một số chấn) . 
« Điều vô lý chứng tỏ rằng : không tổn tại các số nguyên 
a,b,c,d thoả mãn các đẳng thức đã cho . 
Bài 98 
Chứng mình rằng : tôn tại một số tự nhiên n sao cho cá 
số A trong biểu diễn thận phân gôm n chữ số I mà A chỉa 
hết cho 1993. 
Giải 
Xét dãy số : 1,11,111,1111,.., 111... 11 
1888 chữ sối. 
Trong dãy số này ắt phải tôn tại một số chia hết cho 1993 . 
s Giả sử ngược lại : không có số nào của dãy số đã cho chia 
hết cho 1993 . 
« Khi chia 1998 số hạng của dãy số đã cho với1993 ta nhận 
được 1992 số dư từ 1 đến 1993. 
Theu.. guyên tắc Dirichlet ắt tồn tại hai số hạng có cùng số 
dư. Giả sử là : 
Au= 11... 11 (k chữ số 1) 
Ai=ll...11 (Zchữ số 1) với 1< Z<k< 1993 
- Nhưng nếu vậy thì hiệu : 
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Ay - À¡ = 1L..1100...00 chia hết cho 1993 . 
k-I 1 chữsố 9 
Ay - Ái = L1...11x 10Ì chia hết cho 1993 
k-lI chữsố ¡ 


Vì : (10.1998) = 1 nên (10.1998) = 1, đo đó : 
Á = 111...11chia hết cho 1998 với 1 < k- ý < 1998 là một số 
k—l chữ sổ) - 
nào đó của dãy số đã cho vô lý vì trái với giả sử của chúng ta . 
e Điều vô lý đó chứng tỏ rằng trong dãy số đã cho có một số 
chia hết cho 1993 . Khẳng định được chứng minh 


Bài 94 
Chứng minh rằng nếu (q,b) = 1 thì : 
1⁄(a,œ+b) =1 2/i(b, œ+b) = 1 
3/(a,a_-b} =1 4l(b,a_-b) =1 
Bài 95 


Chứng mình rằng không tôn tại các số nguyên q,b,c,d 
thoả mãn đồng thời các đẳng thức : 

œbcd_—-na= 71...77 

1891 chữ số 7 
œbcd -b = 77...77 
LX// 

1093 chữ số 7 
gbcd_—-c= 7?7...77 
LLXE/ 


199% chÑ số 7 


abcd-d= 77.77 
1884 của số ? 
Bài 96 
Cho 7 chữ số 1 ;2; 3;4;5;6;7. Giả sử A uờ B là hai số 
khác nhau nào đó gôâm 7 chữ số khác nhau lập từ 7 chữ số 
trên đây. Chứng mình không cô số nào chía hết cho số còn: lẻ. 
Hướng dẫn 
ø Giả sử: A> Bvà A=n.B (neN). 
e Tổng các chữ số A và B đều bằng 28 
Nên : A = 9q + 1 và B = 9p + 1. Suy ra : A = 9np+n, do đó 
n > 10 vì n là bội số của 9 cộng 1, Á > 10B (vô lý ) 
Bài 97 — 
Khẳng định sau đúng hay sai. 
1 Nếu phân số b tối giản thì phân số =. 


ñ cũng tối giản. 
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3! Điêu ngược lại đúng hay sat. Vì sqo ? 
Hướng dẫn 
2/ Sai . Chỉ cần chỉ ra một phản ví dụ . 
Bài 98 
Giả sử œ où b là hai số nguyên dương . Chứng mình rằng 
nếu d là số nguyên dương bé nhất thoả mãn 
đ = ax + by (uới x uờ y là các số nguyên ) thì d là ước số 
chung nhỏ nhất của œ ouà b. 
Giải 
Cần chứng minh hai điều : 
1. d là một ước chung của a và b.. : 
9. Mọi ước số cúa a và b đều là ước số của đ 
®” Bước 1 , 
e Giả sử d không là ườc số của a 
se Khi đó a = dqạ+r0<r<d 
Do đó :r > a - dq = q —q (ax + by) 
= r=a(1-qx)+b(-qy): vô lý 
(vì trái với giả thiết d bé nhất) . 
Vậy : đ\a 
Chứng minh tương tự ta có : đ\b = d là ước chung của a và b 
%®” Bước 2 
Giả sử c là một ước số chung tuỳ ý của a và b 
cXa=c\`\Aax 
cXb=c\vby 
Kết luận : (a, b) = d. 
Bài 99 
Một người bán hàng có 2ðkg táo . Để thuận tiện cho 
khách hàng . Ông ta dự dịnh xếp táo uào các hộp nhựa 
loại nhỏ mỗi hộp dựng 1 kg, loại uừa mỗi hộp đựng 3kg uò 
loại lớn mỗi hộp đựng 5kg. Người bén hàng có tất cả 10 
hập nhựa các loại. Hỏi ông ta có thể xếp hết 95kg táo uào 
10 hộp để bán cho khách hàng hay không ? 
Hướng dẫn 


Ìe\ak+ by sả 


« Giả sử xếp được và có a hộp 1 kg ; b hộp 8kg ; c hộp ðkg 

s Khi đó ta có : s +b+c= 10 và : a + 3b + ốc = 25 

ø Suy ra điều vô lý. 

Vậy người bán hàng không thể thực hiện được dự định 
Bài 100 

Có hay không số tự nhiên A biết rằng nếu gạch đi một 
chữ số đâu tiên (bể từ bản trói ) của A thì số này giảm đi 
ð8 lần . 

Hướng dẫn 

« Giả sử có số A.. Gọi x là chữ số bị gạch , B là số còn lại và k 
là chữ số của số A.. 

+ Ta có : Á = x.10* + B = ð8 B = x.10° = 57B 

Đẳng thức cuối dẫn ra điều vô lý vì : 1 < x < 9. 
Bài 101 

Gọi M là tập hợp tất cả các số tự nhiên cô dụng : n = +? + õy? 
uới +, y là các số nguyên . 
1i Chứng mình rằng nếu n uà m là 2 số thuộc M thì n.m 
cùng thuộc M. 
9! Số a thuộc M được gọi là số cơ bản nếu œ không chai hết 
cho bất kà số nào khác thuộc M, trừ hai số là 1 uà a. Có 
thể tìm được hay không có cúc số thuộc M chúng có thể 
biểu diễn thành tích của hơi số cơ bản bằng hai phương 
pháp khác nhau . 
3/ Chứng mình rằng tôn tợi trong M uô số cúc số cơ bắn . 

Hướng dẫn 

1/ Giả sử ta có : n = a?+ Bðb và m = €? + ðd7 

Dễ thấy n.m.= (ac - 5bđ}? + 5(ad + be)? 
2/ Có thể tìm được , chẳng hạn : 84 = 4 .21. = 6 .14 = 2?2+5.42 

Ở đó : 

4=22+5.02;6=12+6.12;14= 82+ 5.12; 91= 42+ 5 .1Ẻ 

Sau đó chỉ cân chứng tỏ rằng các số 4, 6, 14, 21 là các Số cơ 
bản của tập hợp M. Tất cả các số thuộc M nhỏ hơn Ø1 chỉ là 1 ; 
4:5;6;9; 14 ; 16 ; 20 ; 21 trong đó 16 và 20 không phải là số cơ 
bán. . 
3/ e Giả sử ngược lại chỉ có n số cơ nản : bị ,b;,.... bạ 
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» Gọi: B= 1 + õ(bibạ.. bạ} thì B thuộc tập M .B không chia 
hết cho bất kỳ số nào trong các số cơ bản bị, bạ,... bạ. Do đó B 
là số cơ bản , hơn nữa B khác tất cả các số bị, bạ ,...bạ : Vô lý 

s Suy ra : trong M có vô số các số cơ bản . 

Bài 102 
Chứng mình rằng không thể biểu diễn bất hỳ một số 
nguyên tố nào thành tổng các bình phương của hai số tự 
nhiên theo hai cách khác nhau . : 
Giải 
Giá sử ngược lại, tổn tại số nguyên tố P thoả mãn : 
p=a2°+b?=c?+dđ?vớia<b;ez đvà azec, 
Không làm mất tính chất tổng quát có thể giả sử rằng : 
a>b;c>dvàa>ec 
Xét: pˆ = a?c? + a? d2 + b2c2+ b2? (1) 
= (ac + bđ}”+(ad- be? (2) 
~ (ad + be +(ac-bd"” (8) 
Xét tích : (ac + bdXad + be) = (a?+ b?cd + (c? + đ? ab 
Hay : (ac + bdXad + be) = p(ab+ cđ) 
Suy ra: p \ ac + bd hoặc p\ ad + bc 
[THỊ : p\aác + be — pẦ\(ad + be)? 
Theo (3) ta có : p° = (ad + be)? + (ae - bđ)? — pˆMac ~ bđ)?. 
Nếu : (ac — bd)2+ 0 thì vô lý. 


Vậy : (ac - bd}”= 0 = ae - bđ = 0= Ð= -Vô lý vì trái với 
€ 

giả sử a >b và c> d ` 

LITH: : p\ac + bđ = pỀ\ (ae + bđ)? 

Theo (2) ta có : p” = (ac + bd)? + (ad - bc}? 

= p?\ad -be)? = (ad ~ be)? = 0 


= ad -bc= 0 ca 8.7 
Œ 


Mìa>c=b>d=a°+b?>c?+ đˆ Vô lý vì trái với giả sử : 
p=a?+b?=c?+d2 i 
Điều vô lý chứng tỏ : không thể biểu diễn bất kỳ số nguyên tố 
nào thành tổng các bình phương của hai số tự nhiên bằng cách 
khác nhau . 
Bài 103 
Chứng mình rằng uới mọi số tự nhiên n ,„‡d có ; 
B=n”+ôn + õ không chỉa hết cho 191. 
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Hướng dẫn 

Giá sử ngược lại có số a để cho : B = a” + 3a + ð là bội số của 
121. 

Khi đó : a2 + 3a + 5 = 121 b hay (2a + 8) = 11(414b - 1) (vô lý ) 
D Cách khác : B = (a + 7) (a - 4) + 33. 

Nấu : B: 121, thì : B: 11 =(a+7)(a- 4): 11 
=(a+ 7): 11 và (a - 4) : 11 Vô lý . 

(vì 11 là nguyên tố và (a + 7) - 9a - 4) = 11). 
Bài 104 

Chứng mình rằng uới mọi số nguyên n (q có : 

1/ n + 1n — 10 không chỉa hết cho 49. 

9n? +n + 10 — không chia hết cho 9. 

3/ n + 0n + 12 không chía hết cho 121. 
Hướng dẫn 

Biểu điễn : 1/(n + 9){n + 2) - 28 9/(n + 2 Xn - 1) + 12 
Bài 105 

Giải bằng hai cách : 

e Chứng mỉ:ich trực tiếp . 
øe Chứng mình gián tiếp . 

Đài toán sau : Giả sử œ, b, mụn là các số thực thoả mãn hệ 
thức (Ê + bŸ = 1 uà mỸ + nỄ = 1.Chứng mình : ~1 < am + bn < Ï 
Bài 106 : : 

Hãy chứng mình bằng ba phương pháp : 

e Tổng hợp 
e Phân tích đi lên 
e Phản chứng ˆ 

Mệnh đê : “ Nếu x tà y là hai số thực thuộc đoạn 
Ề 55| thì ta có bất đẳng thức 2cox + seo <cos ¬ ” 
Bài 107 

Sử dụng phương pháp chứng mình phản chứng, chứng 
mính rằng : Nếu bốn số thực q; ; qa ; bị ; b¿ thoả mãn điêu 
kiện : aa; = 2(b¡ + b;) thì ít nhất một trong hai phương 
trình : x” + q + b¡ = 0 hoặc 3Ÿ + dax+ b› = 0 phát cô nghiệm . 

Hướng dẫn 
Giả sử có : a¡aạ = 2(b; + bạ); mà : ai < 4bi, a¿” < 4bạ 
Ta suy ra điều vô lý 
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Bài 108 

Trong một quyến uở bài tập ngoại khóa của một học sinh 
Lứp 10, người ta đọc thấy những dòng ghỉ chép sau đây : 
1/ Để trong ba số a, b, c có ít nhất hai số bằng nhau cẩn tà 
đủ là : (a — b)? + (b — c)* + (c - q)? = 0 | 
2/ Để một tứ giác là hình chữ nhật cân uà đủ là tứ giác đó 
có các đường chéo bằng nhau 
3/ Tích : ab = 0 chỉ khi a = 0 
4/ Để tích hai số là một số lẻ. điêu biện cân là một trong 
bai số đó là số lễ . 
ð/ Để hàm số : y = a3” + bx + c nhận giá trị nguyên uới mọi 
giá trị nguyên của x, diêu kiện cân uà đủ là 29a, a + b,c 
là các số nguyên . 


6! Bất đẳng thức : x? + yỀ > sp đúng chỉ bhí (x ; y) là 


nghiệm thực của phương trình : 2x + 4y = 1 

7! Phương trình bậc hai : x? - 2x + œ = 0 có hai nghiệm 
dương khả oà chỉ khí œ dương 

8í Phương trình bậc hai : qx” + bx + c = 0 có hai nghiệm 


phân biệt đâu âm chỉ khí Š > 0 nà -_<0 


9/ Phương trình bộc hai : œ3” + bx + c = 0 có hai nghiệm 
bằng nhau vê. giá trị tuyệt đối nhưng trói dấu khí uà chỉ 
khỉ b =0 
10í Một tứ giác có 2 đường chéo 0uông góc uới nhau khi oò 
chỉ khi tổng các bình phương hai cạnh dối diện bằng 
nhau . 

Hãy cho biết trong 10 mệnh đê trên , mệnh đề nào đúng , 
mệnh đê nào sai ? Tại sao ? 


215 


Bài 109 
Tìm sai lâm trong chứng mình sau : 
3x _1 


hứng mính rằng : cos — HT 
C lg mí THẾ ? C08 ~ +008~. 5 


Hướng dẫn 
Thật vậy , biến đối : VT = 2eos^— .cos 


. 
B 2 
Nhân cả hai vế với sin — 2D do, si = ` vi 
5 5 B 5 2 
Do đó : cos 2 in 2X _„ = Thy c© A xin _-.Ic Tin 
5 5 2 5 2 B5 2 5 
Bởi vì : = M =rx nên đẳng thức cuối cùng đúng .. Từ đó suy 
ra đẳng thức được chứng mỉnh 
Bài 110 


Một cái sinh giải lệbUrÐ trình : 2”. 27*'* = 6 như sau : 
2z-3 
2*.già _ a3 = 21,825 217814 s5 =Ị 
2x-8 

Do đó : 2”! = 1 uờ 3**? = 1 

Kết luận : x = 1 là nghiệm duy nhất của phương trình 
Hãy chỉ rõ sai lâm trong cách giải trên . Sai lâm đó 
phạm yêu cầu nào của một chứng mình toán học . Hãy đưa 
ra một cách giải đúng . 
Bài11 ˆ 
Dùng phương pháp phản chứng , chứng mình rằng : 
1/ Nếu œ ; b ;c là ba số thực thoả mãn đông thời : A = œ + b+ c, 
B = db + bc + ca tà C = xse29z006:8/2009080x201133121053207 
b ;c đều dương 
3! Nếu œ ; b ; ly 0 tờ nóc dho t0 Ác a+b+c<0 
- B= 0ð + be + cø > 0 ờ e ø gòe < 0 thì cả bo số a,b,o đêu 


ˆ 


am 
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Bài 112 
Sử dụng phương pháp biến đổi tương đương ,chứng mình 
rằng : 
1/ Với mọi œ ; b ; c ta có : 9d? + bŸ + c? > 9a(c + b) 
2/ Với mọi số thực không âm œ ; b ; c fq có : 
a+b+c > Jab + Jbe +vca 
3/ Với a >1, b >2 fa có bất đẳng thức : œb >œ + b 
4/ Với mọi œ ta cô : (a — 1)(a — 3)(œ - 4)(a - 6) + 10 > 0 
ð! Với mọi a ta có : 4a? - 4a” + õq? ~ 2q + 1 >0 
6/ Với mọi q ; b ; c ta có : (a + bc + ca )? >3abc (qœ + b + c) 
7¡ Với toi x ; y ; z > Ô bờ z >y >x fq Có : 
k, (š:z)**‡Z < (š+‡}+ +) 
+ z hủ x z 
8/ Với mọi œ, b thoủ mãn : lœi] < † ; lbl < 1 tq có : 
lz+bl <l1+ aô | 
Bài 118 
Dùng phương pháp phân tích đi xuống, giải bài toán sau 
đây : 

Cho đường tròn (O ; R) uà hai đường kính AB uuông góc 
với CD. Gọt M uà N lên lượt là trung điểm của AO oà OB ; 
CN cắt đường tròn tâm O tại ï ; IM cắt đường tròn tâm O 
tại J ; CM cắt đường tròn tâm Q tại A. Chứng mình rằng 
các đường thẳng CM uà IM không ouông góc với nhau 
Bài 114 

Giải các bài toán : : 
1/ Các đường chéo AC uà BD của hình thang cân ABCD 
(AD /! BC) cắt nhau tại O tạo thành AOD= 60°. Gọi M, N, 
P lân lượt là trung điểm của các đoạn thẳng OA , OB, CD. 
Chứng mình tam giác MNP đều 
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2/ Cho ngũ giác ABCDE có AE = a. Gọi M; N; P; Q lần 
lượt là trung điểm của các đường thẳng AB ; BC ; CD sà 
DE. Gọi S ; R lần lượt là trung điểm của các đoạn thằng 


MP tà QN. Chứng mình rằng SR song song uới AE uà SR = 3 


3/ Với giá trị nào của tham số œ phương trình : 

'8x? + 4(œ - 1)x + qˆ - 4œ + 1 = 0 có hai nghiệm phân biệt là 
sỉn 0à cosin của cùng một góc 

4/ Chứng mình các góc nhọn thoả mãn hệ thức : 

sỉn(œ + 8) = 29sina thì œ < 8 

Bài 115 

Cho bài toán : 

Dựng một đường tròn đi qua hai điểm A ; B phân biệt 
cho trước đồng thời tiếp xúc uớti một đường thẳng d cho 
trước 

Hãy giải bài toán trên oà sử dụng phương phóp phân 
chia khái niệm để biện luận uê số nghiệm hình ? 

Bài 116 

Hãy giải uùà sử dụng phương phóp phân chía khái niệm 
để biện luận uê số nghiệm hình của bùi toán sau : 

Cho ba đoạn thẳng bằng nhau AB, CD, EF.. Hãy dựng 
một điểm M sao cho cúc tam giác AMB, CMD, EMEF có 
diện tích bằng nhau . 

Bài 117 

Cho các uị từ F() oà G() xác định trên tập hợp A gôm 

tất cả các tam thức bậc 3 : y = œ*? + bx+cuới z0 - 
F@) = {Tam thức bậc 2: y = ax? + bx+œ >0;vx} 
GŒ) = [Tam thức bậc 2: y =ax* + bx +c có b* — 4ac <0} 

Các mệnh đê dưới đây , mệnh đô nào là định lý : 

1í cA,F(y) —GŒ) 2i wecA,G() —=FQ@) 
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Zz; s. HẦM LOGIC MỜ Và 
HäM LOGIC Đq TRỊ 


§1 MỖI MỘT LẦN NÊN TẲNG TOÉN HỌC BỊ 
KHỦNG HOẲẢNG LÀ MỘT BƯỚC PHÍT TRIỀN 


Trong chương trình Trung học nước nhà ngay từ lớp 6 và cụ 
thể hơn nữa ở lớp 10, hệ thống sách giáo khoa thống nhất trên 
toàn cõi Việt Nam đã trình bày cơ bản về các tập hợp cổ điển 
(ensemble ; set) như một khái niệm không được định ngha. 

Xuyên suốt từ đó đến những năm đầu của bậc đại học và 
ngay cả đến các bậc sau đại học : gọi X là tập hợp các phần tử 
đang xét và để chỉ một phần tử x của X thuộc vào một tập A nào 
đó ta viết x eA và nếu phân tử đó không thuộc tập A ta cũng 
viết x € A, 

Với thiên tài GCANTOR và tập thể nhiều nhà toán học đương 
thời với ông đã đem hết tài năng và trí lực đồn vào công việc 
xây dựng một mô hình Toán học tổng quát (la mathématique) 
mang tính hiện đại hầu thay thế các mô hình Toán được cho là 
rời rạc và cổ điển (les mathématiques). Lý thuyết tập hợp đã 
được được xây dựng thành công và đã được đánh giá là một sự 
khởi đầu rạng rỡ ! - 

Công việc đang trôi chảy tốt đẹp thì gặp một cẩn trở vào 
năm 1897, BURALI-ƑORTI khi nghiên cứu về lý thuyết các bản số 
và các số xếp thứ tự (Théorie des cardinaux et des ordinaux) đã 
lưu ý rằng có biện tượng xảy ra PARADOXES (sự nghịch lý) : 
Nghĩa là không thể có một tập hợp được thành lập bởi các 


Ferdinand louis Philippe Cantor với tên gọi thân thương, Geoger Cantor : 
sinh ngày 03-03-1845 ở Saint-Petersbourg , trong một gia đình nghệ sĩ gốc Do 
thái, hổi bé ở Nga ; lớn lên học tập tốt nghiệp và thành công ở Đức. Ông mất 
ngày 06-01-1918 ở Halle trong một bệnh viện điều trị bệnh căng thẳng tỉnh thần. 
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ordinaux (còn gọi là thứ số) : bởi vì tập này có tính chất tối thứ 
tự (bien ordonné) và như vậy tập này sẽ đẳng hình (isomorphe) 
với một trong các đoạn (segments) của chính nó. Điều này vô lý 
khi nói về tập các cardinaux (còn gọi là chính số) hay khi nói về 
tập hợp của các tập hợp! 

Ví dụ G.BONLIGANDP : để cụ thể chúng ta xét một thí dụ đơn 
giản của G.Bonligand về tập hợp của các tập hợp như sau về một 
tập hợp nào đó có tính chất p nếu nó nhận chính nó làm một 
phần tử. 

Chẳng hạn mọi bảng mục lục (index) của raột quyển sách 
đêu có ghi chính nó trong bảng mục lục ấy : là một trong các 
chương (bài , phân, .. .) đã được in trong sách đó. Chúng ta gọi 
E là một mệnh đề trái ngược với p (nghĩa là bảng mục lục của 
một quyển sách nào đó không ghi chính nó vào bảng mục lục 
của chính quyển sách đó). 

Bây giờ ta gọi P là tập hợp của các tập hợp P có tính chất 
B. Liệu P có tính chất p hay không ? Ta xét hai khả năng sau : 
fŒT Giả sử (câu trả lời là không) P không có tính chất p, tức là 
có tính chất Ð nên P là một trong các tập P và do đó P có tính 
chất p (dẫn đến nghịch lý !). 
f1 Giả sử (câu trả lời là có) P có tính p, tức là sẽ phải nhận 
chính P là một phân tử và do đó P là một trong các tập P, như 
vậy P có tỉnh chất p (cũng dẫn đến nghịch lý !). 

> Kết luận : từ hai khả năng trên chúng ta đều đi tới 
PARADOXE một sự nghịch lý. 

>» Đứng trước sự đe doạ lý thuyết tập hợp của mình bị sụp 
đổ, khoảng tháng 9 năm 1899 trong bức thư gửi RDEDEKIND, 
chính GGCANTOR đã xác nhận rằng : chúng ta sẽ đi đến một 
nghịch lý khi nói tới tập của các cardinaux (chính số). Và rất 
cần một số bổ sung ! 


Richard Dedekind sinh ngày 06-10-1831 ở Đức, tốt nghiệp Đại học 
Gottingehn. Năm 21 tuổi bảo vệ thành công luận án Tiến sỹ Toán học. Ông mất 
trăm 1916, thọ 95 tuổi, để lại cho đời sau các công trình khuo sát lý thuyết tấp 


hợp cùng với Cantor, và cấu tạo số vô tỷ bằng lát cắt Dedekind trên Q.. 
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Đối với các nhà toán học bảo thủ khác với trường phái 
Cantor thì họ đã vui mừng cho rằng sự hiện diện của PARADOXE 
là hiện tượng tương tự đối kháng như hình học Euclide và hình học 
phi Euclide : muốn giải quyết nghịch lý chỉ cần đặt vào lý thuyết 
tập hợp một tiên để (axiome) đây đủ và đúng vị trí là đủ ! 

Và, người ta đã để nghị ra nhiều tiên để chọn (axiome du 
choix) cho lý thuyết tập hợp theo kiểu của VON NEUMANN, 
ZEREMELO-FRAEUKEIL . Còn bản thân GCANTOR lại để nghị phân 
biệt hai loại tập hợp : các bội tập (Jes multiplucités) và các tập 
hợp thông thường (les ensembles) và như vậy luôn tránh được 
hiện tượng PARADOXE. 

Tiếp theo sau đó chính hai ông GCANTUR và VON NEUMANN 
cùng phân biệt hai loại tập : những tập hợp (les ensembles) và 
những lớp (les classes), vì những lớp phân biệt với những tập ở 
chỗ những lớp không thể bị đặt bên trái dấu e muôn thuở. 

Khới đầu từ năm 1925 (tập L) đến năm 1927 (tập II, HH) tác 
phẩm Principia Mathematica được hoàn thành, ở Đại học 
Cambrigdge do cặp đôi AN.WHITEHEAD và B.RUSSELL với những 
trăn trở : không thể để lý thuyết tập hợp bị kém tổng quát 
đo con người tự đưa vào đó sự giới hạn khi phải phân ra 
hai loại tập hợp. Và cặp đôi đó đã chỉ ra trong lý thuyết tập 
hợp luôn luôn không có các nghịch lý như đã được đưa ra 
suốt từ năm 1897. Cụ thể là việc định nghĩa các tập hợp chứa 
nghịch lý trong ví dụ của GBOULtGAND đã vi phạm nguyên lý 
(principe) " một phần tử mà sự định nghĩa hàm súc toàn 
thể các phần tử của một tập hợp thì không thể thuộc về 
tập hợp ấy ", và chính B.Russell đã nêu ra ví dụ sau : 

” Một bác thợ hớt tóc trong một thôn tuyên bố rằng bác ta 
đã cao mặt cho tất cả quý ông trong thôn ngoại trừ những quý 
ông tự cạo mặt lấy. Muốn tiện lợi gọi ta gọi lớp quý ông trong 
thôn phải nhờ đến bác thợ cao mặt là A và lớp quý ông trong 
thôn tự cạo mặt lấy cho mình là B. Câu hỏi được đặt ra là : Bác 
thợ có tự cạo mặt lấy cho mình hay không ? 

Hiển nhiên là tổn tại hai khả năng trả lời : 
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Ø1 Nếu trả lời là bác thợ tự cạo mặt lấy như vậy bác thuậc 
-lớp B, nên theo lời tuyên bố thì chính bác sẽ khóng cạo mặt cho 
quý ông nào cả : nghịch lý ! 

Nếu trả lời là bác thợ không tự cạo mặt lấy như vậy bác 
thuộc lớp A. nên theo lời tuyên bố thì bác lại tự cạo mặt cho 
chính mình : ta lại có sự nghịch lý ! 

Bằng thí dụ đơn giản trên chính RUSSELL đã cất được sự 
nghịch lý bằng nguyên lý nêu trên, thực vậy chính phần tử 
" bác thợ hớt tóc " mà sự định nghĩa hàm súc toàn thể các 
phần tử trong thôn, nên bác thợ hớt tóc không thể thuộc 
về tận ấy ! 

Thê rồi bằng tính thiện của loài người khi ta đi nghiền cứu 
toán ; dạy toán và làm các dịch vụ về toán .... đại đa sô người 
đã gạt đi và để ra một bên các nghỉch lý ngỏ hầu duy trì sự 
nghiệp của tiên nhân trong truyền thống đạo lý là phải phát 
triển toán học hiện đại. Chính HILBERT đã nói " không ai có 
quyền đuổi chúng ta ra khỏi cái thiên dàng mà G.CANTOR 
đã tạo ra ". Cũng chính bằng mọi lý lẽ của tính thiện, con người 
đã đẩy lý thuyết tập hợp bước một bước đẫy đà nữa rất dài như 
vô tận. 

Trở lại với toán sử, mọi nên tảng của toán học luôn luôn do 
chính con người đặt ra vào bao giờ cũng gặp sự khủng hoảng tạo 
ra từ các nghịch lý ...., khó khăn đé đã xảy ra mọi nơi và đã 
được loài người đồng cảm và hiểu được có lẽ khoảng từ thời 
PYTHAGORE khi gặp phải các đại lượng không đo được là đường 
chéo hình vuông vô tỷ, chu vi đường tròn ... . Xuyên suốt đến 
ngày nay con người đã tưởng sẽ tìm ra được nên tảng vững chắc 
cho Toán học, nhưng kết quả vẫn vô hiệu vì sự xuất hiện của các 
nghịch lý. Do đó đến giây phút này câu kết luận về nền tầng của 
toán vẫn là : 

" Không thể sát nhập toán học vào một hình thức luận 
được (formalisme logique) " (Phóng tác bài đọc của một nhà sư 
phạm GS ĐINH ĐỨC MẬU) 
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§Đ MỘT BƯỚC PHÁT TRIỀN THỰC DỤNG 


CỦAN LÝ THUYỀÈ:T TẬP HỢP 


Từ trước ta đã nghiên cứu các hàm logic mệnh :ễ ; logic cổ 
điển mà cả biến và hàm đều nhận một trong hai chân giá trị 
đúng (được viết là 1) hoặc sai (được viết là 0). Trèn nền tảng các 
tập hợp cổ điển được xây dựng phát triển suốt từ thời G.Cantor. 

Nhưng thế giới thực của chúng ta rất phức tạp , cái phức tạp 
cơ bản mà ta cần bàn đến ở đây là do những thông tin kém 
chính xác về định lượng và định tính hoặc do những từ ngữ sử 
dụng lúc định nghĩa các khái niệm mà tự bản thân nó chứa đựng 
sự mập mờ về ý nghĩa hay không rõ ràng ; đó là chưa kể việc 
khó mà mô tả được một cách chính xác một từ ngữ mờ ngay cả 
việc đôi khi phải vận dụng một lúc đến hàng tỷ dữ liệu, và khả 
năng sử lý chúng vượt quá khả năng của mọi ngôn ngữ hiện đại 
kể cả ngôn ngữ máy. Chẳng hạn : 

« Khi chúng ta nói đến “ một nhóm học tính khú ”. với 
quy ước các dải điểm tổng kết trung bình từ “ 6,6 đến 85”... 
Vậy thế nào đúng là khá ? Khái niệm : “ Một nhóm học sinh 
khá ” như vậy đã không được định nghĩa một cách rõ ràng như 
các khái niệm thông thường về tập hợp: (tập hợp cổ điển). 

« Cũng như thế khi phân biệt hai ›ật là “đen” hay “trắng” 
; “tớn” hay “nhỏ” để thành lập các tậy hợp (tập hợp phát triển) 
thì quả thật là khó . Vì nếu có những vật không hẳn là “đen” 
hay những vật không hẳn là “ đắng ”, tệ hại hơn nếu một vật 
có thể là “ lớn” đối với một người này nhưng lại được xem là 
“nhỏ” đối với người khác Như thế các khái niệm 
“ đen-trắng ” ; “ lớn - nhỏ ” đó là những khái niệm mập mờ 
chưa được định nghĩa chính xác, 

» Chúng ta hãy để ý một cách tương tự khi nói đến một “ đống 
phế liệu ”, một “đàn chim bay ” "tập hợp các học sinh 
ngoan trong lớp ”, " tập hợp các em học sinh yêu toán của 
trường ”, "tập hợp các phân số có giú trị gân đúng z ”, 


_ 
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' cáo hợp các phương ún sản xuất đáp ứng như câu 
thương trường của một xí nghiệp ”. . . với những ý tưởng 
tương tự, ta sẽ được một khái niệm mới : Tập mờ và Logic mờ . 

Khi con người đem lý thuyết tập hợp vào các ứng dụng thực 
tế, có thể kể đến từ khi nhà toán học Mỹ LOTFI ZADEN manh nha 
khởi xướng, mãi cho đến năm 1965 : chính ông đã đưa ra khái 
niệm hàm thuộc tính (membership fmction) để định nghĩa tập 
mờ. Từ đó lại có một hướng mới cho lý thuyết tập hợp. Việc 
nghiên cứu tập mờ và logic mờ trở thành một kính vực mới mẻ 
của Toán học và Tin học, ta còn gọi là Toán học mờ (Euzzy 
Mathematics). 

Hiện nay, chủ tích Hội toán học mờ Quốc tế bầu được ông 
D.DUBOIS một nhà toán học Pháp làm chủ tịch và Hội đã thu hút 
đông đảo các nước hội viên trên thế giới. Mỗi nước hội viên luôn 
có hội Toán học mờ riêng biệt. Hàng năm trong Hội đã đạt số 
báo cáo thành công đến hàng nghìn công trình khoa học và các 
ứng dụng như : Logic mờ, Thông tin mờ, Topô mờ, Độ đo mờ, 
Quản trị mờ,..., tiếp nữa là các Lý thuyết vận trù học, Lý 
thuyết khá năng, Lý thuyết trí tuệ nhân tạo, Lý thuyết quy 
hoạch, Lý thuyết quyết định, Lý thuyết đối thoại giữa chủ và 
computer (intepactive methods), Lý thuyết tối ưu phi tuyến, Lý 
thuyết điều kiển, Lý thuyết hệ thống, Lý thuyết xấp xỉ... trong 
môi trường mờ. 

Ngoài ra Lý thuyết tập mờ làm chủ đạo trong hệ thống mờ 
đã được ứng dụng với hiệu quả thành công đột biến trong mọi 
lĩnh vực công nghệ : quản lý, kinh tế, môi trường, y học, công 
nghiệp, nông nghiệp, ..., tin học Ì 


§S TẬP MỜ (TẬP FUZZY) 


'Œ), VÍ ĐỤ AAỞ ĐẦU 

Khi xét tập hợp A các học sinh trong một lớp học của 
một trường học, thì với một học sinh x của trường đó hiển 
nhiên luôn xảy ra bai khả năng : x e Á hoặc e A. 
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ñ 1a 

Nhưng khi xét tập E các học sinh ngoan của chính 
trường học đó, một học sinh x của trường thì hai khả năng 
x eF hoặc x e F không còn là việc hiển nhiên. Lý giải điều 
ấy thật đơn giản : đó là vì khái niệm " ngoan " không thể định 
nghĩa tuyệt đối đúng để mọi người hiểu nó một. cách tuyệt đối 
chính xác. Lúc đó ta nói " ngoan " là một khái niệm mờ. 

Khi xét đến khái niệm “ zmờ ” hay những khái niệm “ không 
được hay không có phương tiện định nghĩu mộ( cách rõ 
ràng ” thì các phần tử của chúng không đạt được một tiêu chuẩn 
chính xác về tính “ £huộc oê ” (thuộc về một Yập hợp nào đó) 
hay thuộc tính của chúng. Nhưng đó lại chính là những khái 
niệm cơ bản ban đầu để xây dựng TẬP MỜ hay tập TẬP £UZZY . 

Tập mờ F trong không gian các đối tượng X được đặc trưng 
bằng hàm thuộc tính (hoặc hàm hội viên) đối với những tính 
chất chủ yếu của x là : pị ;paz;.. - ; Pa và hàm thuộc tính được 
ký hiệu : 

f,( =(P\ ;Pz;...;Pa) ) 

Trở lại ví dụ mở đâu với các tính chất tương tự như tính chất 

" ngoan " được ký hiệu là p(x) lúc đó người ta gán cho x (mỗi 


học sinh x) một độ n,() nhất định : 
Pạ: X——|0; 1] 
x—> p.() 
KH l là hàm membership (hàm hội viên, hàm thuộc tính) 
X là tập các đối tượng x e F 
Hàm p_ có tập giá trị là đoạn [O ; 1] ; bay giá trị p(x) tương 


ứng đó dao động trên đoạn [0 ; 1]; nó chỉ mức độ thuộc tính (mức 
độ phụ thuộc) của phần tử x trong tập mờ E. 

Do định nghĩa trên khi xét một tập mờ F tuỳ ý và một phần 
tử x cũng tùy ý có thuộc vào F' hay không và mức độ thuộc F' ra sao ? 
sẽ được thể hiện như sau : 

* pÁ=1 = x được xem là chắc chắn thuộc F 
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°hB (x)= 0 = x được xem là chắc chắn không thuộc F 
° G <f, (x) <Í = x được xem là thuộc F với mức độ Pạ Lò 


ĐỊNH NGHĨA TẬP AAỜ-TẬP AỨC ĐỘ MỜ (TẠP AỨC) 
= : Tổng quát tập mờ F là tập hợp tất cả các cặp thứ 
tự: 
F={Œœ; p„(x))Ìx cX} 
Riêng trong F các cặp thứ tự (x ; pg() ), với pg() 8'0 


thường được bỏ qua mà không cần liệt kê hay mô tả. 
Dù thế nào đi nữa việc xác định và gán cho học sinh x độ 
ngoan n,() kh“ng phải là dễ dàng, nó phải dựa vào các dữ liệu 


quản lý khách quan và chủ quan của BGH, GVCN, GVBM,... 

Nhưng khẳng định với khái niệm tập mờ luôn giúp cho việc 

phân loại học sinh tương đối chính xác và linh hoạt hơn. Vấn đề 

tiếp theo là việc biểu diễn tập mờ bằng các hình thức sơ cấp như 

thế nào ? 

ñ ĐN; : Cho tập mờ F, nếu tôn tại số thực œ c [0 ; 1], ta 
định nghĩa tập mức (tập mức độ mờ) F, của EF 
như sau : E, = {(x ; p„(œ)) >ơ} 


»> Từ định nghĩa của tập mức F„, ta có ngay F„ là những tập 
cổ điển thông thường (set) ; Vœ e [0 ; 1]. 

» Nếucóơoc=Ũ<ơi <œ¿«<.:.<0ơy<...<...<ơa<...<l 

S5 Hóc Tu 2 lụa 7< Tuy S2... tạ GIỊ 


Ví dụ; : Ta minh họa các tập mức: 
Fọ ; Eọa ; Foas ¡ï'EFqs ; Eị với 
Fọ = Eoa =) Rto¿as - Fos = Fị và độ 
đậm sẽ mô tả mức độ thuộc tính 
của x e X vào tập mờ F, độ đậm 
mờ dân từ trong ra ngoài, từ F; 
đến Fọ : 
Ví dụ; : 

Một tập mờ F gồm các số 

thực gần bằng 10 được định 
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nghĩa bởi hàm thuộc tính có Y 
1 "1 
1+(x-10)2” f.?) 
và đồ thị (C): y = p„() cho 26 
bởi hình vẽ bên : 
Ví dụy : 


Một tập mờ E' các số nguyên gần bằng 20 có thể được cho bởi 
cách liệt kê như sau : 


= {17 ; 0,1), (28 ; 0,1), (18 ; 0,15), (12 ; 0,15), (19 ; 0,8), 
(21; 0,8), (10 ; 1)} 
Sự hệt kê này xác định hàm p,() : 


@3» BIẾU DIỄN TẬP MỜ 


Để chặt chẽ. giá sử chúng ta đang xem xét các đối tượng hay 
các phần tử nào đó trong không gian X 


Nếu X gôm n phần tứ X: ; X;:... . ; X lúc đó ta viết : 

(X=X,®X.,@..@X„ thay cho X = X, 2X; "¬". ˆ.< 

Íx - X,@X;¿@..@X, thay cho X=X, nX¿ ¬^...¬ Xa 
- Tương tự một tập mờ F' có thể viết như sau : 


P= ĐÁ, © 94, ©'⁄4, 6-06 


Như thế cách viết ở (1) là cách liệt kê toán học các phần tử 
khác nhau ở cùng một mức độ thuộc tính đối với tập mờ F 


, Ạq) —— 
Ta có biểu diễn thu gọn = F= Š‡JÁg ). vi e Írn 


Do đó ta được hai trường hợp đặc biệt như sau :` 
p,(x)= 0 và pgœ) =i1;VxeX 


công thức p.() = 


CÁC PHÉP TOÁN TRÊN TẬP AỜ 
Dựa trên các đề xuất của LOTFI ZADEN với mỗi phần tử'`x 
_ trong không gian X ta định nghĩa và ký hiệu các phép toán +2 (hội) ; 
¬ (giao) và A (phần bù ) cho hai tập mờ A và B trong X bằng 
các giá trị 
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p@Œ); H p œ; : p{x) như sau : 
H1 pŒœ)= pŒ) Vpi2)* max{p() vp() } 
D pŒœ= pŒ) ^p(x)= min{p(œ) ^p(x) } 
n p.(x) =1~ p() 
Thí dụ: Cho X= {a¡b;D;®;a} oà A ; B là các tập trong 
X như sau : 


A= 1⁄e0:3/@0:5/ 0125, 
B- 035/@0/75/@ 075/ ạ0,815, 
c- 935/@0,5/@1⁄ o035⁄, 


1 Xác định Ä ; B ;C ;A(B;A2C;A B;oà A (Ba C}) 
Kiểm tra định luật DEMORGAN còn đúng huy không : 
AOB=AnaBuà AÁ¬B=AvRB 
Giải 
1/ Đế đơn giản cho qúa trình thực hiện phép tính được chính 
xác ta thành lập _.. xếp các phần tử theo cột , như sau : 


[xe 
L5 bao|sne|has|ameloee 
Le loanbae bao|nasbsa 


. A=1⁄@0997/@0500/o0/875/ | Œ) 
« B~0650/œ 0,250 œ L/ @ 0,250// @ 0/785/ (2): 


« C= x4 ® ki ® 0500/ ® Xa 4 
- AcQB= k sử 4 ® 1 ® ky 2 ® Xe 6 ® 0210 (8) 
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# Á#JB< 0/760// ® 0500/ ® 0125⁄ '@ 
° ANB=AsB= 0252/@0/008/@ 025/4 ọ 0,125/ 
« Ba = 0659/œ0250// 0/5002 0,650⁄ 
a 
= A(B¬ð)= 1009 œ 0280/ @.0987// œ0ð90/œ 0875/ 
3/ Từ S AUB = MS} 4.2644//2.209:21.00á9,/1 | 
(5) 


bong VN - _ M#?/Á.2506//Á- vua /4- luiág (6) 


So sánh (4) và (5) — At2B = An¬B Œ) 
: _ 0750 0,500, 0.125 
Tương tự : A ¬ B~ te VÀ ⁄ 


Tương tự SA He 1⁄e9259 e1 @9000/ 29818 (8) 


= 2925 © lí 0500 00/818 (9) 


So sánh (7) và (8)= A¬^B=AvB (10) 

Từ (6) và (9) cho ta định luật DE MORGAN được kiểm chứng 
vẫn đúng đối với trường hợp các tập mờ (ycbt). 
HH Đến đây chúng ta kiểm chứng được sự đúng đắn của các 
phép toán như sau (phần chứng minh độc giả xem như bài tập) : 

“+ AUB=An¬B 

%s A¬aB=AvB 

% ÁUO A ».‹ 

4+ An A zØ 

Vậy Định luật DE MORGAN vẫn đứng đối với tập mờ (do ®; VÀ & ). 
Đặc biệt đối với các tập mờ A của X ; phần bù Ä và A có thể 
dấm lên nhau (do s¿ và s„) ; nghĩa là tính rời nhau của chúng 
không còn đúng. 
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§A4 _LOGIC MỜ (LOGIC FUZZY)- 
- LOGIC m LỚP 


Thực tế phát triển toán và toán ứng dụng vũ bão, không 
những logic toán chỉ nghiên cứu những hàm logic hai trị mà 
còn phải nghiên cứu kịp thời đến hệ thống hàm logic đa trị và 
hàm logic - m lớp. chẳng hạn sau này khi xét đến đại số 
chuyển mạch các vectơ : mỗi vectơ nhị phân n thứ nguyên có 
thể lấy một trong các giá trị của đoạn [0 ; 2"-1] bay nói một 
cách khác đi , lúc đó chúng ta đã nghiên cứu logic 2" trị. 

Tương tự như ở §3, khi nghiên cứu logic mờvà logic m lớp, 
người ta đã đưa ra các phép toán max và mỉn thay cho hai phép 
toán or và and (tương ứng). Lúc đó trong logic nguyên thủy (hai 
hoặc đa trị) mỗi một đại lượng được gán một giá trị khách 
quan xác định (hoặc xác suất) còn trong logic mờ mỗi một đại 
lượng lại được gán một giá trị chủ quan đao động giữa đúng 
và sai . 

Các giá trị được gán đó gọi là độ tin cậy (chỉ mức độ đúng) 
của mệnh để. Nếu ký hiệu giá trị tin cậy của mệnh để p là 
Ếíp), ta có : 0< Cíp) <1 | : 

Lúc đó các phép toán mệnh để trong logic mờ được định 
nghĩa như sau, và thường được sử dụng trong các lập luận tính 
toán xấp xỈ : : 


ñ F(p)= 1- Cíp) 

n £tpva)= max |Ế(œ); Ê(a) 

f1 Ế(p A q)= mỉn [£œ;ế(a] 

ữ Ếíp = q) = È(p v q) = max {£@:#a) 

Thí dụ: Cho 3 mệnh đê tùy $ : p, q, r uới độ tin cậy 
tương ứng theo thứ tự là 0,2 ; 0,7ð ; 0,6. Hãy 


cho biết độ tin cậy của các mệnh đề : 
1/(pvqg)Ar 
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2! (pAr) v(q Ar) 
3/ Nhận xét các kết quả trên ? 
Giải 
1/ Ta có : {p v q) = max [£tp›; ữ«Ì 
C(p vq) = max {0,2;0/7ð} = 0,75 


= C((pvq)^ r) = min [Ế(p Ar) ,£œ} 
= min {0.75; 0,6} 
= ((p v q)^ r)= 0,6 (1) 
C(p ^r) = min (), ni min{0,2;0,8} = 0,2 


2/ Tương tự : 
tên Ar) = min (q); Cứ) min{0,7ð; 0,6} = 0,6 


= Ế(œ ArÍv(qAz)) = max (E(pAs); Ếq^r) 
= C(pAr)v(q^ r)) = max ÍO,2; 0,6} 


= Ê((pAr)v(qAr)=0,6 (2) 
ä/ Từ (1) và (2) => (p v q) A r = (Ð A £) v (q A Ð) 

Nghĩa là luật phân phối của phép A^ đối với phép v vẫn còn 
đúng trong logic mờ. 


§5 ĐẠI SÔ MỜ (ĐẠI SỐ FUZZV) 


KT ĐỊNH NGHĨA : Đụ số mờ (Đại số Puszy) là hệ thống đại 
số(®;@;—) mà trong đó : 

() :;  B là một tập mờ nào đó 

(2: Hai phép toán hội giao "@ ” uà "@ ” được định 
nghĩa như sau trên B - 
x®y =maxlxy};Vx ;yeB 
lRb = min,y}'; Vx;y eB 

(Ÿ): Riêng phép toán phủ định "—" được định nghĩa là : 
x=1-zx;VvreB 
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Ninh CHẤT : từ định nghĩa đại số mờ (B; ® @ ;—), ta 

Sẽ NguÌ mình được một số tính chất sau ; VXị; X2; Xa € B: 

`8 : x®x=x 

°„: X@Xx=x 

%: xị ® (x; ® xạ) = (xị ® x;) ® x; 

_s¿ : XI@ (Xa@ X;) = (XI@ X2) @ Xa 

«; : xị@x¿= Xz ®Xị 

%: xị@ X¿ = X¿©@ Xị 

°; :  XI@ (Xa ® xg) = Xi@ Xa ® Xị @ X 

*.:: Xị ®x; Xi © X; 


TA .x. 
®1ọ : x® x =max x;x} 
"NC xex = min {x: x} 
®12° 'x/@ (xị ® xạ) = Xị 


Xét một ánh xạ trong đại số mờ (B ; ® ;@ ;— ) như sau f: B -> B 
thì f sẽ được gọi là hàm logic mờ hay hàm mờ 
I Thí dụ I : Xé¿ biểu thức hàm mờ ƒ như sau : 
ÍẨ3\; xa; #a) = xi@ *¿@ xa ® Xi@ xi@320@ 3y ® 
@® xị@ x¿© %z PÙ) 
Thì ta cần chú $ trong (D , chúng ta không được rúí 
gon ƒ theo kiểu : 
EeEre ®x;s =1 
xZ;© *,© x;¿©#; =*x¡@© xạ©@ #; =0 
Nhưng đối uới một hàm biến mờ tùy $ ta luôn luôn 
nhận được cúc quan hệ sau đây để rút gọn biểu 
thức hàm đó (độc giả tự chứng mình, như một bài 


tập) : | + ®x >0,5 
x@x <0,ð 
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D Thí dụ 2; : xu, xã X3) = x;@X; (xạ xy ) =xs@#, 
: () Ác 
D Thí dụ 2z : Và — ƒfẨ%x¡, #+ xv) = x¿ @(%¡ @ x; Ôx, @©*; ) 


$7 ĐẠI SỐ m LỚP 


Giả thiết luôn cho một hàm mờ f có tập giá trị là đoạn 
[0 ; 1], và để ý thấy đoạn giá trị đó luôn liên tục ; nên ta có 
thể phân hoạch chúng thành nhiều đoạn nhỏ thành phần . 
Mỗi đoạn con trong phép phân hoạch tập giá trị [O ;1], sẽ 
tương ứng với một lớp các giá trị của hàm mờ đối với hàm 
tương ứng . 

Giả sử có các số thực œ < Œm-¡ < Œm-; < .. < cœạ < ơi < 1, lúc 
đó ta thành lập được các lớp phân hoạch : 


e Lớp thứnhất : œ;<x<l 
e Lớp thứ hai : %„<xX SƠ 
© Lớp thứ m. : Ô<x<0Ơmk 


Trong các lớp đó, ta luôn luôn xác định được các hàm mờ 
theo biến mờ tương ứng trong từng lớp. 

Mặt khác việc phân hoạch [0 ; 1] thành lớp cho phép ta 
nghiên cứu logic mờ như logic đa trị sau này . Nghĩa là khi đó 
ta có thể gán cho từng lớp các với ý nghĩa , và yêu cầu thực tế 
khác nhau trong lớp đó. 

Sự phân hoạch đoạn [O ; 1] thành m lớp khác nhau với các 
nhiệm vụ khác nhau dẫn đến khái niệm về đại số logic m lớp 
và hàm logic m lớp . 


ĐỊNH NGHĨA : Đại số logic m lớp là đại số Fuzzy, 
nhưng các giá trị của biến được xác định bằng các lớp 
(chứ không phải bằng các giá trị cố định). 

Tương tự : 

Hàm logic m lớp là hàm Puzzy và các giá trị của biến luôn 
được xác định bằng các lớp (chứ không phải bằng các giá trị 
cố định). 

Vậy chúng ta phải đi tìm các điêu kiện mà những biến mờ 
xị e x thỏa, để cho hàm Fuzzy thuộc một lớp m nào đó : việc 
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làm vừa rồi gọi là phân tích các hàm logic m lớp. 

Trong thuật phân tích hàm logic mờ m lớp, người ta sử 
dụng hai dạng : tổng của các (ích ; tích của cúc tổng , và 
các bước phân tích của cả hai dạng đó là như nhau (ngang 
nhau), nên thông thường ta chỉ xét một trong hai dạng khi 
phân tích là đủ. 

Để đơn giản hóa lý thuyết của quá trình phân tích , chúng 
ta chỉ cần xét một vài ví dụ cụ thể là đủ . Và các ví dụ đều 


được tham khảo và học tập từ các bài giảng của TS NGUYÊN 
XUÂN QUỲNH. 


3xmi DỤ 


D Thí dụ 1: Cho hàm logic mờ: —- _— 
ƒ (Xi ; #; ; #3) = xi © x; ® x;@x, . Hãy tìm 
các điêu kiện của biến mờ x¡ ; 3v ; xã đề cho 
hàm mờ ƒ thuộc lớp 4® hay (ƒ c 9). 
Giải 
Yêu cầu bài toán tương đương việc tìm điều kiện để : 
8x ẤXÍ(X¡;X;¡X;) < kì CO Ak ẤSX¡X; + X.X; S8 ¡ 


xi2 X23 
PB Ii/REP 
TT b BỆt TRe (® 
xạ¿>l~-ax |X;>l-az; 
[ñ Thí dụ 2: Tìm các điều kiện của biến mờ để cho hàm 
mờ ƒ có công thức : 
ẨÑX: ; %2 ; xa) =⁄:i@%;@xv® x;Q@ +; thuộc lớp 4 
Giải ` 
HN x¡<l-8z 
ah 


x.>a 
fewe|`°" *^ 
Xi. >8 $ II 


Xị <SBK¡ 
— 


Xạ>l~8~ 
{Xz <8 x-¡ k 
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Sau khi giải hệ (*) ; (**) việc phân tích hàm logic m lớp 
được xem là đã giải quyết song 


| $6 HẦM LOGIC ĐÃ TRỊ _ | 


Cũng tương tự như hàm logic hai trị (nhị phân) đã xét ở 
chương 1, hàm logic đa trị cũng có thể có hai cách biểu diễn : 
« Đằng bảng thực trị 
e Bằng biểu thức hợp thành từ các hàm cơ bản . 

Một bảng thực trị muốn được gọi là biểu diễn được bàm 
logic m trị phải có m" hàng , nhưng số lượng hàm đạt đến mPẺ , 
Thí dụ 1: Chỉ có 2= 16 hàm logic 2 biến 9 trị , 

nhưng lại có đến 3= 19683 hàm logic 2 
biến 3 trị : 

Nhận thấy hàm logic đa trị rất nhiều về số lượng và đồng 
thời lại nằm trong một cấu trúc đại số phức tạp . Dẫn đến 
việc phân tích hàm logic đa trị rất khó khăn . Trong phạm vi 
của quyển sách này chúng ta chỉ phân tích những hàm logic 
đa trị đối xứng là một trường hợp đặc biệt mà thôi, (thật ra 
ngay ở chương trình sau đại học, việc phân tích hàm logic đa 
trị không đối xứng cũng còn là một khó khăn ; việc đó mách 
bảo mỗi người chúng ta đã học và làm logic cần suy nghĩ và 
nếu đầu tư vào việc phân tích một hàm logic đa trị tuỳ ý cũng 
là một hướng mà các luận văn sau Đại học luôn chờ đón) 


ĐỊNH NGHĨA : Hàm ïogic n biến , m trị ƒ có biểu thức 
hàm ; fxuw xa ;... ; ta) là đối xứng khi 
Uà chỉ khi : . 
[XI 237cc 73893 x2 88 =ẦI c‹ 238015403582. .23: 7 
e ĐL: Biểu thúc ƒ (¡ ; xs;.. .; xo của hèm logic n biến m 
trị là đổi xứng khi uà chỉ khi nó thoả mãn đông thời 
lát =Í(X;;X\;X;;.jX¿) 


ẨX);X¿;Xa;...;Xu) = Í(X\;X;;X„;...„) () 
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f1 Chứng mình : 

(=): Điều kiện cần là hiển nhiên theo định nghĩa của hàm 
đối xứng . 

(C): Để chứng minh điều kiện đủ , ta chứng minh với x¡ và 
x¡ tuỳ ý , hàm f đối xứng với các cặp Xị ; X¿ Và %› ; Xị. 

Thật vậy áp dụng (¡ -2) lần đẳng thức (¡?) cho hàm f, ta 
được : ẨXị; Xa; .. ÿ Xa) = ÑXI ¡Xi ;.. j Xia¡ Xẳ). q) 


ú2) 
TỪ =>ẤÑXi ; Xs¡ Xsị. . -Xa) = ẤX:i ; Xi ị.. ; X-2; Xịi) (2) 


Áp dụng (i2) vào (2) cho đến khi x¿ nằm tiếp theo x; 
(3) 
= ÏXI ; X2 ¡ Xg ; .; Xa) = ẤN ¡ Xay... ¡XI ;.. cXn) 


= hàm f đối xứng với Xị ; Xị 
Một cách tương tự ta chứng minh được x; ; x; bất kỳ 


s3) ĐỊNH NGHĨA :Vectơ ơ = (do ; dị;... ; đnằ„) trong đó q, 
là số lượng giá trị của ¡ của biến gọi :+ 
uectơ của tổ hợp giá trị các biến +; 

Thí dụ 2: Cho hàm 3 biến - 3 trị là 0 ; 1; 2 ; uới tố 

hợp các giá trị (%ị ; xa ; xsì = (1; 1;0) thì : 
a=(1;2;0). 

6.2.1, ÐĐU: Biểu thức hàm xu x¿;.. .; xa) n biến uới m trị 
là biểu thúc hèm của hàm đối xúng ƒ khi uà chỉ 
khi giá trị của hàm số đối uới tát cả tổ hợp các 
giá trị của biến có cùng 0ectơ a như nhau (độc 
giả tự chúng mình như một bài tàn) 

[I Thí dụ 3 : Cho hàm đốt xứng 9 biến , 3 trị như sau + 

fxi; x2) = S.,(1;3)0Ề.,(2;5;6;7) 

Trong đó : 

5` là tổng của các hội sơ cấp mà hàm nhận gió trị 1 


>” là tổng của các hội sơ cấp mà hàm ƒ nhận giá trị 2 
Lúc đó hàm ƒ có thể biểu diễn như trong bảng : 
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Số thập phân 
0 


~..k. 


.... 


- 


@œŒ + Œ Ơt Hà GO bộ 
SH ¬= --= 
È m©Ot?›—=C t2 —C 
œ{€© CC = -- — 


= 


.. 


6.2.2.ÐL.: Có tất cả m CP*?" hàm đối xứng n biến m trị 


(độc giả có thể xem sách ĐẠI SỐ BOOLE uà ĐẠI 
SỐ CHUYỂN MẠCH CÁC VECTƠ của cùng nhóm 
tác giá }. 


9 THUẬT NHẬN DẶNG HẦM ĐỒI XỨNG Đã TRỊ 


ĐỊNH NGHĨA : Toán từ «¬+x được định nghĩa 


. thư bằng sau : 


Lúc đó ta ký hiệu: 2 x = (~ (.... ¬( +) =) 
—— 
k lần 
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ĐỊNH NGHĨA. :Hừm ƒ o6 biểu thức hầm ƒ Gì ; 3a 7... ; Ta ) 
gọi là hàm đối xứng trộn nếu tôn tại một 
bộ các số nguyên k = (hị ; bạ ;... ; k„) sŒO 
cho hàm đặc trưng sau có biểu thức 
hàm như sau là đối xứng : 


tt H0 Xa;... tà HỦ (1) 


Trong (1) thì : 0 < kị <m - 1) và 3 kị £ Ö 


ĐỊNH NGHĨA : Nhóm j là tập hợp tất cả các hàm của 
: bảng thục trị được nhúng (tương ứng ) 
uào giá trị j ; ở đây :0 < ¡ <Šm — 1 
Khi hàm f là đối xứng thì tập này tương ứng với tập tất cả 

các hàng có cùng vectơ a. 

Œ)) )) ĐỊNH NGHĨA : Đối uới cột ¡ của mỗi nhóm J trong bằng 
thực trị ta có uectơ Ratio được định 
nghĩa như sau : 

"70M = = (y7) „Ta dị) 


Trong đó dạ) là số lượng Ì ong cụt ï của nhốm 0<j<sm-j 


Œœ) ĐỊNH NGHĨA : Dấu hiệu MỸ là số lượng hàng của bằng 


thực trị trong nhóm j có cùng ueclơ aẲ). 


THUẬT TOÁN : Với những khái niệm trên, đủ để ta 
giới thiệu thuật toán nhận dạng hàm đối xứng và đối xứng 
trộn m trị như sau ; qua các bước cơ bản : 
« Bị, : Đối với mỗi nhóm xác định vectơ Ratio r cho n co 
« B„: Đối với mỗi nhóm j ; Vị c 0; m-— 1 lấy một vectơ 
Ratio r bất kỳ chẳng hạn rŸ và nếu tị = r”; 
Vie 2;n thì hàm f đã cho có khả năng là hàm đối 
xứng . 
«B;: Xác định MỸ (Œ) và tính Mã) theo công thức : 


; Œ) n- SP 
MẸ? = Cầu Cha ¬ (2). 
° B,: 5o sánh các kết quả từ (1) và (2) , nếu tất cả các 
kết quả trên đều bằng nhau vaf;j 1;n thì hàm 
f đã cho đối xứng 
« B;: Khi B„ không thỏa mãn (các kết quả không đồng nhất) 
ta dùng thủ thuật giữ nguyên cột thứ nhất, thay cột 
thứ 2 bằng cột : « x; và lập lại 4 bước trên 
® Hạ: Lập lại B¿ cho tất cá các tổ hợp : 
—N tu, . h..a với 0 < k < m-], 
Nếu tổn tại một tập hợp : { xị PS x, 9x... xa 
thỏa hai bước (B;) và (B„) thì f là hàm đối xứng 
H Thí dụ 1 : Ấp dụng thuật toán ra trên cho hàm ƒ(x, ¿ %2} 
` ở Thí dụ 3 - 8§ Kết quả tính toán theo các 
bước cho ở bằng sau : 
Bảng I1 : ˆ 


F S' củy _ at _ a1j† 
D „0 20 ˆ cơn "8g aỦTag)Ta 
a; bí.ag a : XX F 
at” =(2;0;0) 
aŸ” =(0;2;0) 
aˆ? =(0;0;2) : 


a1? =(1;1;0) 
2-1n2-1- 
a1? ~(1;1;0) C†Cÿ !cậ 1~! =2 


———— 


CC? !O?ˆ! ~2 


Cậo?-°%c?"! = s 


“s2 


Từ các kết quả nhận được ở bảng 1 ở trên chúng ta thấy 
ngay rằng hàm ffx; ; x›) là đối xứng. ' 
D Thí dụ 2 : 

Xét hàm Íxị ; X¿).= >>... Các kết 


quả tính toán cho ở Bảng 2. Trước hết là các vectơ trong mỗi 
nhóm 1 và 2 không như nhau. Do vậy chúng ta giữ nguyên xị 
và xác định «¬ x¡. Một lần nữa vectơ ở nhóm trên cũng không 
như nhau và do đó chúng ta lại tìm «¬ ({¬x;). Lần này chúng 
ta nhận được các kết quả như ở thí dụ 1 - 7§ nghĩa là hàm 
f[xị ; (Ẵx2)] đối xứng. 

Điều này có nghĩa rằng hàm Í (xị ; xạ) đã cho ở trên là đối 
xứng trộn. Trên cơ sở các tính chất của vectơ œ và tính chất 
của hàm đối xứng chúng ta có thể thu gọn bảng thực trị mô tả 
hàm đối xứng m° hàng còn C?*" hàng. 

Nói cách khác, chúng ta đã gạch bớt những hàng có vectơ 
a lặp lại trong bảng thực trị ban đầu. Khi đó ta có hệ số thu 
gọn K, như sau : 


_x. | | 
(1,1,D 


0 2 

1 0 

2 1 
1,1),1,1) 
0 

1 

1 


(1,0,1 0 0 1 
(0,2,0 2 1 0. 
(1,1,0/0,0,2) 1,1,0/,1,0 


0 2 

‡ 2 

2 0 

2 1 
(1,12%,2,1 
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L9 23I: Tế ¬1 


_ (m+n-1) 
_ ==—=.-.... số. 1 
vn m _ (m-nhn" bày 
Từ công thức (1) ta có thể suy ra rằng với giá trị cố định 
n=nọ, lim K, = 0 và với giá trị cố định m = mọ thì lim K,= 0. ` 
m—œ mœ 


n 


Nói cách khác là K, giảm khi m và n tăng lân. Bảng 8 cho 
ta một số giá trị mà K, ứng với các cặp giá trị khác nhau của 
m và n. Rõ ràng bảng thực trị biểu diễn hàm logic được thu 
gọn rất nhiều khi số lượng biến (n) và số lượng giá trị (m) 
tăng lên. 


BÀI TẬP LOGIC đ⁄⁄Ø⁄/ 5 
No ©20G0©©ssxxet. ` 2⁄2277722/25X722%112122222929-).209)9091009325592%24⁄09:9200c}-cttQ00oocxecscxee, 
Bài 117 
Cho 3 tập mừ như sau trong không gian X= {x; y ; z; t} 
A= 012 œ 0,85 „ 0,20 
x y L/ 
B= 0,75 ® 0,30 ® 0,12 ® 0,75 
x Y # U 
c= 0,25 œ030 ® 0,12 ® 0,75 
x Y # € 


1! Kiểm chứng (A 7B) z+C = (A ¬C) t(B ¬C) 
(AB) UC =(A UC) ¬(B L/C) 
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A¬B=AvcB 
` AoB=AaB n 
3 Tìm (A (B) 2© uà (A /(B) 
Bài 118 
Những hàm nào trong các hàm số hai biến ba trị sau 
đây là đốt xứng, đối xứng trộn ? 
ai Ð`(1;3)25.,(2;ð;6;7) 
bị) (0;2;6)05,(1;3) 
cí S`(2;4;6)©Ð,(5;7;8) 
di S)(0;2;4;5;7)4625.,(3;6;8) 
eíÍ S`.(0;1;ð;8)‹25”,(2;6) 
fƒ' S`(0;3;5).:5.,(6;8) 
Bài 119 
Những hàm số nào trong các hàm số 3 biến ba trị 
sau đây là đối xứng, đối xứng trộn ? 
ai Ð` (0; 4; 12 ; 13 ; 14 ; 16 ; 22 ; 26) ‹¿ 
(3 (1;3;ð;7 ;9; 11 ;lố ; 17 ; 19 ; 21; 23 ; 25) 
bí ` (1;3;4;ð;7;13;17;18;22) V 
3" (0;1;6;8 ; 10; 12 ; 14; 16 ; 19 ; 21 ; 23 ; 25) 
Bài 120 
Tối thiểu hoá cúc hàm Eyế: m lớp sau đây : 
dí ƒ(đ%i;s,; X3) = Z¡@ XO%¿ Q3 S ® ro ^z© 
® x;o #zo #; ® #ri@#2z©; 
bí ƒ (Ti ÿ 327 %6) = g Q3 Q#:Q 4Q #,© #z2 #s @*¿©® 
® *:r@ #;@©#~¿@® #z @ #z @ ; © #4 Ö Xi @ Xe O #4 
Bài 121 h 
Tìm các tập điêu kiện ‹ của các biến để các hàm sổ 
logic mờ m lớp sa đây nỉ nằm trong Ì: lớp #: “x5 <ƒ“gxu_r 
ad! ƒ(xi;s;*3) =(xiox, ® z4, © ro x,) 
bí ƒẨX( 3v; Xa; x2) = xa oxa (ị ® x; © x9 x„) 
(x,® #z;@ so #4). 
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